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anx  trois  demi-cercles  d^crit  ane  ellipse,  dont  les  axes 
sont  Tan  parallele  au  diam^trc  EF^  et  Tantre  dirig6 
saivant  la  perpendicalaire  mende  k  EF  ^e^r  le  centre  O 
da  demi-cercle  donn4. 

Cette  ellipse  coupe   les  deox  axes  de   coordonD^es  aox  points 

2a 
y  «  0,   aj  «  +  a;   a;  =  0,    y  =  -3     et   y  =  2a. 

4.  Elements  de  Tellipse.  Le  centxe  de  notre  liea  g6om6triqae 
(lY)  s'obtient  en  ^galant  k  z^ro  les  deax  d6riy6es 

de  son  ^quation.    Les  coordonn^es  du  centre  de  Tellipse 

sont  donc 

2a 

(2)  «  =  0,    y  =  ~3- 

Ainsi  le  centre  de  Tellipse  est  situ6  sur  la  perpen- 
diculaire  men^e  par  le  centre  O  au  diam^tre  EF^  k  une 
distance  au-dessous  de  ce  centre  O  6gale  au  tiers  du 
diam^tre  EF, 

L'equation  de  Tellipse  rapport^e  ä  son  centre  sera  par  suite 

(3)  4«*  +  V'-^'-0 
ou 

oü  Ton  a 

.   2a 

(4)  y'-y  +  ^- 

Les  deux  demi-axes  de  Tellipse  sont 

2a  „4a 

(5)  ^  =  73*      ^=y' 

d'oü  on  tire  pour  la  demi-distance  focale 

(6)  C-V5«="^-|'. 

Nous  voyons  ainsi  que  le  centre  du  demi-cercle  donn6 
est  Tun  des  foyers  de  Tellipse. 

Les  ^quations  des  deux  directrices,  rapport^es  au  centre 

de  Tellipse,  sont 

B^  Sa 

(7)  y  —  ±  -^  =  ±  y 


de  demi'Cercles  sur  une  base  divis^e. 
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Rapport^cs  aa  ccntre  O  du  demi-cercle  donn6,  ellos  out  poar 

^aations 

.2a        ,   8a 

oa 

(8)  y^2a    ot    y ^. 


5.    Triangrle  dont  les  sommets  sont  le  centre  A  du  eerele  tan- 

gent  et  les  centres  B,  C  des  deox  demi-eereles  constraits  sar  les 

diam^tres  ED  =  2b ,  DF »  2c.     Noas  avons  poar  la  snrface  de  ce 

triangle 

AP 

S  =  BC.  -g-  «  (b+c)z  =  az 

au 

2a^bc  a^hc 

Soient  a,  /3,  y  les  txois  cöt^s  du  BC^  CA^  AB  du  triangle  ABC^ 
2p  son  p6rim^tre,  R  le  rayou  du  cercle  circonscrit,  r  le  rayon  du 
cercle  inscrit;  et  r',  r",  r*"  les  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits. 
Nous  avons 

d'oü  nous  tirons 

p  a=  h'\'e'\'Z  =  a-f-a, 

p  —  a  =  a,    p  —  /^  =  *9    1>  —  y  ^^  c. 
n  nous  vient  par  cons^quent 


Puisque 


et  que 


s 

az 

*^""p  " 

a-f-a' 

/-  ^ 

as 

r  — — 

a        i8 

.            5 

02 

P  — 

-^- j' 

02 

1     ^— 

p— 

y     c 

02 

o 

a-)-« 

'+I 

a«+6»+. 

c«_o2+(6+c)* 

2^ 


26o 


bc 


nouB  trouYons  que 
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(10) 


be 
r  ■=  — • 
a 


Ainsi  le  diamötre  du  cercle  inscrit  dans  notre  tri- 
angle  est  la  qnatriöme  proportionnelle  an  diamötre  da 
demi-cercle  donn6  et  anx  diam^tres  des  denx  au,tre8 
demi-cercles. 


L'6galit6 


(11) 


OM 


pronve  que  le  cercle  ex -inscrit,  qui  est  oppos^  k  l'angle 
BAC  a  mSme  rayon  qne  le  demi-cercle  donn^. 

Les  deux  antres  relations  nons  donnent 

Le  rayon  R  du  cercle  drconscrit   est   donn6  par  la  formale 
2R.AP^  AB.AC  oa 

4ä  =  (b+»){e+z), 

qae  Ton  pent  ^rire 

«-■('+')('+!)' 

mais  il  est  ais6  de  voir,  d'aprös  la  valenr  (I),  qne 


'0  ac  's  ab 


11  vient  donc 

oa 
(13) 


4ä  = 


2abc  (a8  4-6»)(a«+c«) 


(a»+&«)(a»+c») 


2aR 


Les  valears  (12)  on  leurs  äquivalentes  r"«  — ,   r**«  —     nous 


donnent 

an 
(14) 


r"'^r^^  az'^  az 


La.1  _1 

^r.  +  ^  —  -• 


b+c 


az 


Ainsi  rinverse  da  rayon  da  cercle  tangent  anx  trois 
demi-cercles  est  6gale  ä  la  somme  des  inverses  des  ray- 


de  demi-tercUs  iur  une  base  divisie,  23 

ons   des   denx   cercles   ex-inscrits  au  triangle  ABC^  qai 
sont  oppos^s  aux  angles  B  et  C. 

Pnisqae 


abc 

il  vient  aussi 

1       a*  —  ar       a — r 

ff           aV              ar 

oa 

(15) 

1_  1        1 

z        r       a' 

6.  Yolume  engendr^  par  la  surfSaee  eompriae  entre  leg  trote 
demi-eereles,  en  toumant  antonr  da  dlamdtre  EF.  Ce  sorface  a 
d'abord  pour  expression 

(16)  S  =  i«(a« — i« — c»)  =  nbc. 
Dans  sa  rävolution  eile  engendre  le  volnme 

mais,  pnisque  a  »  ^-j-c,  neos  avons 

D  nous  Tient  donc  pour  ce  volame  rexpression  remarqoable 

(17)  V  =  Anabe. 
On  a  par  soite 

Le  volnme  V\  qni  est  engendr^  par  la  rtvolntion  dn  cerde  A^ 
tangent  anx  trois  demi-cercles,  est  d'aillenrs 

V'  =  ns^Ajtz  =  4wV 
on 

F'-=(2»ff)«.«-, 

il  a  donc  ponr  mesnre  le  prodnit  dn  carr6  de  la  circon- 
f^rence  par  le  rayon. 
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m. 


Distances  des  trois  sommets  d'un  triangle 
au  centre  du  cercle,  qui  passe  par  les  pieds  des 

trois  hauteurs  du  triangle. 


Par 

Georges  Dostor. 


1.  D^Bignons  par  BC  =  a,  C-4  =  ä,  AB  =»  c  les  trois  cöt^s  du 
triangle  ABC.  Des  sommets  ul,  ^,  C  abaissons,  sar  les  cöt^s  oppo- 
s6s,  les  perpendiculaires  AA^^  BB^^  CC<^ ;  les  points  A^^  J5i,  C^  seront 
les  pieds  des  trois  hautears  du  triangle  donn^;  ils  sont  les  sommets 
d'un  triangle -4i-B^Ci,  qu'en  AUemagno  on  appelle  Hoehendreieck 
et  que  les  Anglais  nommont  Triangle  orthoccntrique.  Le 
cercle  circonscrit  ä  ce  triangle,  ou  Ic  cercle  des  neufs  points,  a  fix6 
l'attention  de  beaucoup  de  g6om6tres. 

Nous  nous  proposons  de  d^terminer  les  distances  des  sommets 
A^  By  C  du  triangle  donn^  au  centre  O^  du  cercle  circonscrit  k  ce 
triangle  A^BiC^]  ainsi  que  la  distance  de  ce  centre  O^  au  point  de 
concours  H  des  hauteurs  AA^^  BB^^  CC^. 

2.  Repr^sentons  par  R^  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle A^BiCi]  par  r^  le  rayon  du  cercle  inscrit;  et  par  r,',  rj",  ri'" 
les  rayons  des  cercles  ex-inscrits. 

Les  points  A^  B^  C  ^tant  les  centres  des  trois  cercles  ex-inscrits 
au  triangle  A^B^Ci  et  le  point  H  6tant  le  centre  du  cercle  inscrit 
dans  le  mSme  triangle,  nous  avons,  d'apr^s  le  thdor^me  d'Euler 

W_  

(2)  ^««Ä,«  — 2Ä,r,. 
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Or  de  la  valeur  (3)  on  tire 
de  Sorte  qae  Ton  a 

et,  en  ajontant, 

La  relation  (4)  se  ridnit  donc  ä 


(III)  4Ä0i«  =  9Ä»  — (a»+6»+c«). 

5.    Si  nous  üoisons  la  somme  de  (II)  et  (III),  noas  trouveroius 
qae 

(IV) 


AOi^+BO^^+COi^+HOi*  -  3Ä«. 
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centre  O  du  cercle  circonscrit,  et  qui  sont  respectivement  oppos6s 
aox  cöt^s  a,  6,  c,  d. 

Qnel  quo  soit  Tordre  de  saccession  de  ces  cöt^s,  noas  avons 
toi^ours 

(1)  a  =  2Ä8ina,    h  =-  2Ä8inft    c  «  2Ä8iny,    d  «  2Ä8in*, 
oü  les  angles  a,  j3,  y,  d  8ont  asstgettis  ä  la  condition 

(2)  a-f /J-j-y-f  3  =«  n;. 

4.  Trois  cas  peut  8c  präsenter  ponr  la  di8po8ition  des  c6t6s 
a,  ^,  c,  ^,   suivant  qne  Tan  a  des  c6t68  est  oppos6  aa  c6t6  c,   au 

cöt6  d  00  bien  au  c6t^  h, 

Premier  cas.    Les  cöt^s  se  suivent  dans  l'ordre  a,  6,  c,  <2. 

Marqaons  des  Icttres  M  Qi  N  les  extr6mit6s  da  c6t6  a  et  por- 
tons  les  lettres  P  et  Q  aux  denx  autres  sommcts. 

Les  qaatre  angles  cons^cutifs  du  quadrilat^re  seront  6yidemment 

(3)  3f=/3  +  y,    i^=y+<J,    P=  (J+ci,    Q  =  a+l3; 
pendant  que 

(4)  QIM^  NIP  ^  ß  +  d,     MIN  =  PIQ  =  a  +  y, 

oü  /  d^signo  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales,   seront  les 
angles  de  ces  diagonales. 

Si  -B  et  F  sont  les  angles,  qui  sont  compris  entre  les  cöt^s 
oppos^s  a  et  c^  b  et  d  du  quadrilat^re,  nous  aurons  naturellement, 
en  vertu  de  (2)  et  (3), 


(6)     r-'- 

{  F=  n  — 


E  =  n  —  {N+P)  =  TT  — (y+2a  +  a)  =  jj— a, 
(Jf+iV)  «  TT— (|5+2y+*)  -=  a— y. 


Les  longueurs  des  diagonales ,  qui  sont  issues  des  sommet  M  et 
iv;  c'est-ä-dire,  des  extr6mit6s  du  c6t6  a,  sont  d'aillours 

(6)  a;  =  2Äsin(y  +  a),    y  =  2Äsin(d+a). 

5.  Beuxi^me  cas.  Les  cöt6s  sont  rang^s  dans  Tordre 
a,  6,  d^  c. 

Marquons  les  sommets  cons^cutifs  des  lettres  M\  N\  P\  Q'; 
et  soient  /'  Tintersection  des  diagonales,  x'  et  y^  les  longueurs  de 
ces  diagonales. 
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ou,  en  vertu  de  (III) 

on  en  tire 

(IV)  xyz  =  2S.2R. 

Ainsi  le  produit  des  trois  diagonales  de  nos  quadri- 
lat^res  est  6ga1  an  double  produit  de  leur  surface  com- 
mune par  le  diam^tre  du  cercle  circonscrit. 

Des  rechercbes  curieuses  peuvent  etre  entreprises  au  siget  de 
ces  quadrilat^ros;  nous  en  laissons  le  soin  au  lecteur. 


36  Hof f mann:   Uther  die  Auflösung  der  trinomischeu   Gleichungen 


X 


V7 


und  wenn  dann  die  Gleichung  5)  drei  reelle  Wurzeln  hat;  so  müssen 
dieselben  in  den  Intervallen 


m— »  m— » 


liegen ;  damit  aber  die  Gleichung  5)  wirklich  drei  reelle  Wurzeln  be- 
sitze, ist  erforderlich,  dass 


«»—I»  m—n 

f 


>«•—«• 


(-K?)>«  «»^  K+K?)<« 

sei*,  beide  Bedingungen  liefern  aber  nach  kurzer  Reduction: 

«)         (?)">(^-.)' 

Für  den  speciellen  Fall: 
erhält  man  die  Bedingung: 

(s)">(Är' 

für  den  Fall: 

sc*"  — pflc*"~*-f-g  =«  0 
die  Bedingung: 

hY  > 1 

und  endlich  fOr  die  Gleichung  3.  Grades: 

die  bekannte  Bedingung: 

Man  erkennt  zugleich,  dass  die  Gleichung  5)  für  positive  g  zwei  posi- 
tive und  eine  negative,  dagegen  für  negative  g  zwei  negative  und  eine 
positive  Wurzel  hat. 

Wendet  man  nun  den  Algorithmus  A  an,  so  wird 

M  M 


durch  kettenbruckähnliche  Algorithmen. 
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uod  die  einzelnen  Näherungswerte  sind: 


N 


l/i.    ^«1/ — g — . 


etc. 


Man  erkennt  sofort,  dass  ar^  ^  a^,  ebenso  x^  >»  otj  a.  s.  w.  all- 
gemein xr  >  Xfi  ist. 

Aber  aus  der  Bedingung  6)  leitet  man  ab: 


tn-^n 


«< 


m 


oder 


n       f    \TO/ 


m 


»m 


m— M 


<z< 


m 


folglich  ist 


m 


-m 


«m 


m— » 


^vW 


und  endlich 


m— !• 


da  aber 


so  erkennt  man,  dass 


Vl<V^V^ 


m —  n 
m 


<i, 


m— I» 


'.-Vi<V^Vl 


m — n 


ist    Setzt  man  nun  in  x^  statt  x^^  den  vorgrösserten  Wert  1/— , 
folgt,  dass  um  so  mehr 


so 


oder 


*.< 


ist;  da  aber 


f   m  —  n 


P 


vi<v^y^ 


ist,  so  folgt,  dass  aach 
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'^<V 


np 
m 


sein  muss;  analog  weiter  schliessend,  erkennt  man  leicht,  dass  alle 
folgenden 

ff» 

sein  müssen;  da  dieselben  aber,  wie  oben  gezeigt  wurde,  beständig 
wachsen,  so  müssen  sie  sich  notwendig  einer  festen  Grenze  |  n&hem, 
d.  h.  es  muss 


'   -P 


■l/zri 

werden;  hieraus  erhält  man  aber 

mithin  ist  |  eine  Wurzel  der  Gleichung  5)  und  zwar,  da  alle  xr  in 


M— » 


dem  Intervall  0  bis  --1- 1/  —  liegen,  ist  $  die  kleinste  positive  Wurzel. 

In  ganz  analoger  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  für  negative  q  der 
Algorithmus  die  der  Null  am  nächsten  liegende  negative  Wurzel 
liefert 

Wendet  man  dagegen  den  Algorithmus  B  an,  so  wird 


-\^ 


und  die  einzelnen  Näherungswerte  sind: 

a 

etc. 


m—n  -   / 


Man  erkennt  unmittelbar,  dass  hier  x^^Cx^  und  ebenso  x^<^x^ 
und  allgemein  xr^Cxr-^i,  d.  h.  dass   die  Näherungswerte  beständig 

n 

abnehmen ;  aber,  da  —  <C  1,  sieht  man  auch,  dass 

tn 

m—n 


m — n         -  / 


dann  ist  aber  auch,   wenn  man  in  a^  für  x^  den   kleineren  Wert 


m — H 


V: 


—  einsetzt, 


■     -"^.^i 
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Die  üntorsachang  der  Näheningswerte  gestaltet  sich  wie  oben, 
weshalb  ich  die  speciellere  Betrachtung  hier  unterlassen  kann. 

Oben  wurden  nur  positive  Wurzeln  betrachtet;  man  erkennt  aber, 
dass  für  gerade  Wurzelexponenten  den  Radicalen  auch  das  negative 
Zeichen  beigelegt  werden  kann,  und  mau  dadurch  auch  zu  den  n^;a- 
tivcn  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichung  gelangt;  in  jedem  einzelnen 
Falle  findet  man  aber  ähnlich  wie  oben,  dass  der  Algorithmus  A  nur 

eine  solche  Wurzel  liefern  kann,   welche  in  dem  Intervall  —  |/"" 
bis  0  liegt,   während  eine  Wurzel,  die  in  dem  Intervall  — od  bis 

m — n 

—  1/  —  liegt,  nur  durch  den  Algorithmus  B  gefunden  werden  kann. 

Man  kann  also  das  Resultat  vorstehender  Untersuchung  folgender- 
massen  aussprechen: 

Alle  reellen  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichungen  lassen  sich 
durch  die  betrachteten  kettenbruchähnlichen  Algorithmen  finden,  so 


zwar ,   dass  der  Algorithmus  A  die  in   dem  Intervall   —  1/  —  bis 


r    tn 


m — H 


+  l/—   liegenden  Wurzeln   liefert,   während  man   alle  ausserhalb 
dieses  Intervalles  liegenden  Wurzeln  durch  den  Algorithmus  B  findet. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  noch  ausdehnen  auf  diejenigen  trino- 
mischen Gleichungen,  welche  nur  eine  reelle  Wurzel  besitzen. 

Wendet  man  nun  die  gewonnenen  Resultate  auf  die  oben  er- 
wähnte Formel  der  Rentenrechnung: 

r(q^— 1) 

aq  =  - 

q—1 

au,  woraus,  da  es  sich  um  die  Bestimmung  des  Zinsfactors  q  handelt, 
die  Gleichung: 

■  1       a4-r       .    r       ^ 
-*  a     ^     *    a 

folgt,  so  ist  die  Bedingung,  dass  dieselbe  3,  resp.  2  reelle  Wurzohi 
besitze: 


(.-i3-°-^r>("0 
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anrichtig  sein  müsse;  denn  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  stellt 
die  nach  dem  Algorithmus  A  gebildete,  also  kleinste  positive  Wurzel 
der  Gleichung: 

dar,  während  man  rechts  die  nach  demselben  Algorithmus  gebildete 
(also  wieder  die  kleinste)  Wurzel  der  Gleichung: 

erhält;  beide  Wurzeln  sind  aber  keineswegs  identisch. 

Der  Fehler,  der  bei  Aufstellung  dieser  Formel  gemacht  wurde, 
liegt  darin,  dass  man  aus  der  Gleichung 

durch  die  Substitution  a;  =  t  die  Gleichung 

ableitete,  während  in  der  Tat  sich  durch  diese  Substitution  die  Glei- 
chung: 

x*+i  —  -  apH  —  -  «  0 
o  o 

ergibt  Man  erhält  aber  Identitäten  ganz  allgemeiner  Art  in  folgen- 
der Weise.    Die  Gleichung 

geht  durch  die  Substitution  x  =  ^  über  in 

um  nun  Identitäten  zu  erhalten,  braucht  man  nur  für  die  eine  Glei- 
chung den  Algorithmus  A  und  für  die  andere  B  anzuwenden  und  das 
eine  Resultat  dem  reciproken  Werte  des  anderen  gleichzusetzen;  man 
findet  auf  diese  Weise: 


—  i/     - 

m—n ^  m  — n 

V  ^^  r    •  •  •  '  m  — .« 


p"" y  •  •  •  ^        *       m-^ 

ferner: 
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+i(fi+£i")+"»(%4-%")+«(t,+t,") 

oder: 

3^1  «  8^+a(K/+miyi'+n£,')+(«i+*»i7i+«&)8* 

und  integrirt  Ton  «  »  0  bis  <  »  6,  wo  der  zweite  Term  der  Bechton 
verschwindet: 


••-•=/ 


8 


8=S 


=-/{"(r)+'KF)+K.")l  <»> 

s=0 

Nimmt  man  den  Anfang  des  Bogens  a  zum  Anfang  der  xyzj  die 
Tangente,  Haupt-  und  Binormale  dieses  Anfangs  bzhw.  zu  den  Axen 
der  re,  y  und  «,  und  entwickelt  die  Coordinaten  nach  Potenzen  von  « 
bis  zur  vierten,  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen  die  Anfangs- 
werte von  d'  und  a'  und  die  der  Derivationen  mit  x,  %'  und  fi,  ^\ 
fi"  bezeichnet  werden: 

"^  ■"  e^i« "+"  V*       ^  /  24^» 

und  nach  zweimaliger  Differentiation  erst: 


3/i'*\  «» 


6f4' 


6|ii' 


dann 


•'  *"      „2  4" 


3^'« 


'.s 


«'  ^8-r  2ai 


fi       f**         \     '         '     I»  fi*  /  2|Ä' 
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55 


?+("■- 


3)C^'\     8* 


woraus  durch  Determinantenbildung: 


m 

8 


«  ^       (  f      3xfi'\  «* 


Dies  eingefQhrt  giebt  bis  zu  erster  Potenz  von  « : 


2> 


iTs  "i  "irr 


— •^+-;r+?(''-T'-)+'i5'+M-+7+7-') 

and  nach  61.  (8)  erhält  man: 


Die  Differenz  ^^  —  0  bleibt  offenbar  nngeändert,  wenn  «  über 
das  deformirte  Intervall  hinaus  variirt.  Sind  also  die  Parallelen  der 
Urcurve  geschlossen,  so  drückt  die  gefundene  Unendlichkleine  9.  Ord- 
nung den  Bogenabstand  des  Endes  der  Parallele  vom  Anfang  nach 
Deformation  för  die  Einheit  des  Badius  aus,  sind  jene  es  nicht,  den 
Zuwachs  des  Bogenabstands. 


64  Werner:   Ort  der  Einfalhpunkte  iron  Strahlen^  die  concentrische 

Allo  Geraden,  welche  die  Cnne  in  einem  unendlich  entfernten 
Punkte  schneiden,  sind  unter  einander  parallel.  Die  Richtung  dieser 
Geraden  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  der  Curve  durch  Polor- 
coordinaten  ausgedrückt,  nach  fallenden  Potenzen  von  r  ordnet,  dar- 
auf durch  die  höchste  Potenz  durchdividiit  und  hierauf  r  =«  od  setzt 

Führt  man  diese  Manipulationen  aus,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung von  (p  die  Gleichung 

2i7COsV+(f— 2J)8iuV+(f — 2|)cosVsingp-f~2i?sin*g>co8g>  —  0 

oder  auch 

(f-2f)tgV  +  (t-2f)tg(p+2t;tgV  +  2t?  =  0    oder 

16)  tg39  +^^~tgV  +  tgg)+  ^^2f)  "  ^ 

2i7 
oder  tg  9  =  Ä  und  ^ a    der  Kürze  halber  durch  G  bezeichnet 

Dieser  Gleichung  genügt  der  Wert  —  G  für  z. 

Dividirt  man,  um  die  obigen  Werte  zu  erhalten,  die  Gleichnng 
durch  z-i-Gy  so  erhält  man  die  Gleichung 

a*-|-l  =  0    oder    s  =  ±  *. 

Also  hat  die  vorliegende  Gleichung  nur  einen  unendlich  ent- 
fernten Punkt,  die  übrigen  zwei  sind  imaginär.  Die  Richtung  der 
Geraden,  welche  die  Curve  in  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
schneiden,  ist  bestimmt  durch 

17)  a  =»  —  6?    oder    tgtp  =  —  VZZ~^' 

Führt  man  die  Werte  aus  Gleichung  15)  ein,  so  erhält  man 

(p  -=  95^  42'  38". 

Um  die  Gleichung  der  Tangente  im  unendlich  entfernten  Punkte 
der  Curve  zu  bestimmen,  ist  erst  die  allgemeine  Gleichung  der  Tan- 
gente aufzustellen. 

Die  Gleichung  der  Tangente  hat  die  Form 

WO  XY  die  laufenden  Coordinaten  der  Tangente  und  xy  die  Coordi- 
naten  der  vorliegenden  Curve  sind. 
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VI) 

80  ist 

VII) 


v(i)  =  (i-i.)(«-y..(i-w, 


/«)    /{«,) 


/«s) 


/(!«) 


+  ^^ 


wo  r  eino  für  alle  betrachteten  Argumente  convergento,  nach  ein- 
faclien  Potenzen  von  |  fortschreitende  Reihe  ist. 

Entwickelt  man  jeden  der  Partialbrüche  nach  fallenden  Potenzen 
von  ^,  also  z.  B. 

9)'(li)  «-Si     vU)"-^   ^-'^   ^^'^   ^•••"'' 

und  nennt  die  Summe  dieser  Partialbrüche  6r,  so  ist 


=  V+G, 


und  es  enthält  r  die  Glieder  mit  positiven,  U  die  Glieder  mit  nega- 
tiven Exponenten. 

Dieselbe  Eutwickeluug  erhält  man  auch,  indem  man 


<P(I) 


nach 


fallenden  Potenzen  entwickelt  und  diese  Entwickelung  mit  /(£)  multi- 
plicirt.    Hierdurch  kann  mau   V  darstellen.    Setzt  man 


VIII) 


<p(f) 


=  A,  5-*+^,5-(*+l)  +  yl3J-(*+2)+  .  .  .  , 


eine  Reihe,  die  bekanntlich  recurrireud  ist,  so  dass  die  Coefücicnten 
sich  leicht  bestimmen  lassen,  so  ergiebt  sich  in  der  angedeuteten  Weise 

IX)     K=aK+iA  +  «»+2Uil  +  ^2)  +  «M+3(^iS^+Af+^)  +  ... 

Man  bemerkt  dass,  wenn  die  gegebene  Function  eine  endliche  Reihe 
ist,  diese  Entwickelung  abbricht,  und  zwar,  wenn  die  gegebene  Func- 
tion 2»  Glieder  hat,  mit  dem  zuletzt  hingeschriebenen  Gliede. 

Nun  ist 


0 


also,  da 


/(l.)  =  -^-^'-'ir 


hi'-H 


'-? 
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1  1 

A'-^  (p{i)dS  =  0,  A'  q>{i)  d^^O, 


0 

1 


A'+l(p(£)d;  =  0  .  .  .    A'+— 2<p({)rf^  «  0 
0  0 

wird,  oder  wenn  man  setzt 

Xm)  l'-i9(f  )  =  *(£), 

dass 

1  1 

XIV)  fii^d)  rfj «  0,    ^fifUi)  Ä  «  0, 

1  1 

0  0 

Nan  hat  Jacobi  durch  wiederholte  partiolle  lütegraüoii  eine 
Formel  gewonnen,  welche  für  den  vorliegenden  Zweck  so  geschrieben 
werden  kann: 

/f  A^^  A^^  A^^ 

uvdS  =  u  ivdl  —  tt'  fvtn^+u"  fvd^^—  +  .  .  . 

0 

(m+1)  ^  A*""*"^* 

0 

wo  u  und  t;  Fnnctionen  von  $  sind  und  das  Zeichen    /  t7d|^    das 

A;  fache  Integral  der  Function  v  zwischen  0  und  l  nach  cS  bedeutet-, 

so  dass  z.  B. 

(»)  ^  ^  ^ 

0    0    0 

Setzt  man  in  XV) 

•     li  =  1%      ü  =  t/;(g), 

so  erhält  man  bei  ganzzahligem  m 

k  (1)  (2)  (3) 

0 

(m+l) 


+  {-l)^m\J\(l)di^. 
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XIX)    d  = 


^1 


*^     1      j_  y         V  n   ; 

,   C^^)  ,,    ,    (:)    ,1 


V  n 


+1 


) 


/f-i+2»+iy 


oder 


XIX')  J 


kß^2Hd 


ö        •/£- 


(' 


n        I 


+ 


/f— l-|-2n+»— 1\  ^«  T"  •  •  • 


€—1+2 

+1 


Diese  Summe  erstreckt  sich  auf  soviel  Glieder,  als  in  der  Function  n 
mit  Weglassung  der  2n  ersten  auf  einander  folgenden  enthalten  sind. 

Die  Grössen  A  sind,  wie  bereits  bemerkt  wurde,  die  Goefüciontcu 


der  recurrirenden  Reihe,  welche  man  erhält,  wenn  man 


<P(« 


nach 


fallenden  Potenzen  von  ^  entwickelt.    Es  ergiebt  sich  also  nach  be- 
kannten Methoden: 


XX) 


^2- 


ila  — 


f -fn—l  (n\  (g+n 


— l)(f+n— 2)   /« 


.+2 


-l)(f+2 


n-2'j(2)^^  =^ 


0 


g+n— 1  /n\  (g+n-l)(g+n-2)   /n\ 

^*  -  e+2n-~lU/    *"'^"'"(e+2n-l)(£+2n-2)V2r*~' 


f... 


\ 


(f-fn-l)(5+n-2)  ,..B  _Jn\^^   ^ 

w)\n/ 


■'■^     ^^'*  (f+2w— l)(e+2n— 2) .  .  .  (f+i 


=  0 


Die  hieraus  zu  berechnenden  Werte  sind  in  XIX)  einzusetzen  um 
den  Wert  von  J  vollständig  durch  die  gegebenen  Grössen  aus- 
zudrücken. 


^^ 
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+  c^ac^'^ 


4-  .  .  .  +  CnSCn^ 


-1 


Wir  setzen  wieder,  wie  oben, 


and  ausserdem 


CiXi'* 


-1 


^ 


Dann  gehen  die  Gleichungen  XX)  über  in 

yi       4-y»        +---+y" 
yA     +y«£«      +---  +  y»& 


1 

e 


xxn) 


yJi^ 


+y^^ 


+  • . .  +  yn& 


2 


1 

«+2 


yili^"-^ +y.^2^-^  + . . .  +  ynfH«-"^  -  ,^2n-i 

Dies  sind  2n  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  2n  Unbekannten   yt 
und  £•',  aus  denen  sich  dann  auch  die  c«  und  xi  bestimmen  lassen. 

Die  Elimination  kann  man  auf  folgende  Weise  bewerkstelligen. 
Man  eliminirt  aus  je  (n-f-1)  auf  einander  folgenden  der  Gleichungen 
XXII)  die  yi\  dadurch  erhält  man,  da  kein  1«  Null  sein  kann,  dio 
n  Gleichungen 

1     1     1     ...  ^ 


XXIII) 


^1     Iä      b3 

k*  I«*  Is* 


ll"  I»"  Is"  •  •  •    I«" 


1 

f  +  Ä; 

1» 

1 

t+h+\ 

In* 

1 

^+^'+2 

t  n 

1 

=  0 
(ifc«0,l,2,3...n— 1) 


e  +  ifc-f-n— 1 


■kÄI 


der  0auss*8chen  Methode  der  meehemischen  Quctdratur, 
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Die  Gleichung  nten  Grades,  deren  Wurzeln  $,  bis  (n  sind,  kann 
geschrieben  werden 


XXIV) 


111 

...    1       1 

5l      U     *8 

•  •  •  In     5 

h'   h'  l8* 

. . .  1«» «» 

0. 


41"  &"  I."  •  • .  &."  I" 

Entwickelt  man  die  Determinanten  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chungen XXIII)  und  XXTV)  nach  den  Elementen  der  letzten  Spalte 
und  nennt  die  Unterdeterminanten  R^Ri  . . .  Sn,  so  kommt 

lRo-\-     S    Ä,+  S*    Äj        +...|»1?„  =.0 


j^+rM^+i+2^    +■•• 


*+i 


«+2"»T^t+3 


+  ••• 


6  +  n 
1 


lin 


€  +  n  +  l 


R* 


0 


0 


worans  durch  Elimination  der  R  folgt 

1  I  $* 


•f+2n  — 1 


ÄH«0 


...  9 


XXV)       i^J)  - 

1 

£ 

1 

• 
• 
• 

1 

1 

e  +  1 

1 
e+2- 

1 
B  +  n 

1 
e  +  2        • 

1 
1 

1 
••  i+n 

1 

•  •  ^  +  n  +  l 
1 

oder  entwickelt 

s+n  —  1 

6+n  +  l  • 

•  •  €  +  2n  — 1 

=  0, 


XXV')       P(^)  =  Pol"+Pll"-*  +P»l"-*+  •  •  •  Pn-li+Pn  =  0. 

Dies  ist  eine  Gleichung  nten  Grades  zur  Bestimmung  der  n  Werte 

Zar  Bestimmung  der  /•  kann  man  dann  irgend  n  der  Gleichungen 
XXII)  benutzen,  die  sämmtlich  in  Bezug  auf  die  yt  linear  sind. 

Wenngleich  diese  Elimination  schon  sehr  kurz  ist,  so  kann  man 
noch  schneller  zum  Ziele  kommen.    Durch  Benutzung  der  Theorie 

6* 
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der  recurrirenden  Reihen,  welche  ja  auch  in  der  Jacob! 'sehen  Ent- 
Wickelung  angewendet  werden.  Sind  nämlich  f ^  .  .  .  £m  n  verschiedene 
Werte,  welche  der  Gleichung 

XXV')  P{1)  =  pohr  +^,g-^  +l'rf"-2  .  . .  ;in  =  0 

genügen,  und  entwickelt  man  die  Summe 


..-i- 


nach  fallenden  Potenzen  von  £,  indem  man  jedes  Glied  der  Samme 
entwickelt  und  dann  die  Glieder  addirt,  so  erhält  man  eine  Reibe 

und  es  ist  allgemein 

XXVI)  Ä  =  y,fi*+yrf2*+ . . .  +  yn.^* 

Bringt  man  aber  vor  der  Entwickclung  den  Ausdruck  S  — *— r-  auf 

7* 

einen  Nenner,  welcher  gleich  — :^  wird,  und  entwickelt  dann  nach 

fallenden  Potenzen  von  k^  so  erhält  mau  dieselbe  Reihe,  welche 
recurrirend  ist,  und  deren  Coefficienten  folgendem  Gesetze  unter- 
worfen sind 

XXVU)        p^Bk-^p^Bk-i+p^Bk^^  +  .  .  .  -^TnUk^  ==  0 

wo  B^\  B-2  . .  .  gleich  Null  sind. 

Setzen   wir   nun  für  £  und  y  die  Werte  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen XXII)  ein,  so  folgt  aus  XXVI) 

^        1      „  1  ,,  1 

also  geben  die  Gleichungen  XXVII),  wenn  man  darin  der  Reihe  nach 
Ä  =  n,  n  +  l,  .  .  .  2n  —  1  setzt, 

€  +  n  ^£-fn  — 1    ^£-f«  — 2     •••    e  ""  " 

1      J^o  I   _Pt_  I        Pt     _  P^  _  n 

XXVm)<€  +  n  +  l    "f"e+n  "^  B^n  —  l     '  '  *  f  +  l  ""  " 


Po  I Pi L         P^  P         ^  (\ 

\€  +  2n  — l'^€-f2n  — 2'^f-f  27»  — 3  '  *  *  €+n  — 1""" 
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1  1 

1 


0 

1 


0 

sein  mu88,  dass  also  auch,  wenn  man  setzt  t/^i({)  =  i'^^iXO« 

11  1 

Dies  sind  dieselben  Bedingungen  fOr  P(£),  wie  oben  XIY)  fllr  ^£) 
aufgestellt  sind,  also  können  sich  t|;({)  und  ^^(l)  nur  durch  einen 
Constanten  Factor  unterscheiden. 

Man  erkennt  durch  die  Yergleichnug  der  verschiedenen  Formen, 
in  die  die  Gleichung  gebracht  werden  kann,  die  bemerkenswerte  Be- 
ziehung, dass  die  Determinante  P(£)  (XXV)  bis  auf  einen  leicht  be- 
stimmbaren Constanten  Factor  identisch  ist  mit 

gl-f,^[§.-H-n(^_l)n] 
r/S« 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fehler  d  in  Betracht  ziehen,  den  man 
begeht,  wenn  man  die  Formel  der  mechanischen  Quadratur  auf  einen 
Ausdruck  anwendet,  der  nicht  nur  die  2n  ersten  Glieder  enthält 

Wir  setzen  die  Summe  dieser  Glieder  vom  (2?t+l)ten  an,  gleich 
R{x\  also 

XXX)        a2H+i»"--^+2»»^  +  a2H+2a^-i+(2H+i)'^4-  .  .  .  =  R{x\ 


h 


SO  dass 

F(x)  =  0(x)  +  R(x)    und 

h  h  h 

F(x)dx  =  /  0(x)dx  +  y  R(x)dx. 

0  0 

Das  erste  der  Integrale  rechts  kann  nach  der  Formel  berechnet  wer- 
den, also 

h 

b 
=  h[c^F{x;)-\-c^F(x^)  . . .  CnF{xn)']  —  h[c^R{x^) -\- c^R{x^)  . . .  ChR(xh)'] 


dtr  Gauis*8chen  Methode  der  mechanischen  QModraiur,  87 

Setzt  man  aUo 


/ 


h 


so  ist 

h 


=  /  R{x)dx  — 


J  ^  f  R(x)dx  —  h£€iR(xi) 


der  Fehler,  den  man  durch  allgemeine  Anwendung  der  hesprochenen 
Formel  macht. 

Setzt  man  für  E{x)  ttherall  seinen  Wert  aus  XXX)  ein,  so  kommt 


+  «^3  l  +  ^!l)i,  -  *  -Sc.x/->+(-+»^]  +  . . . 


oder 


hf^^>^[    1 


oan-i— y 


bh-^"^] 


+-.^-[.-TiTT-"H+ 


oder  mit  Rttcksicht  anf  die  Formel  XXVI) 


AH-a»<'r    1  1 

XXXI)  ^'"^+i—s-[j^:2k~^ 


oder 
XXXI') 

^  -  T  [«*^»  (^  -  ^) +  «*•+»  (h^Ä+1  - -^^V +  ••  •] 

Die  Werte  his  ^2»-i  sind  oben  bereits  anfgefdhrt,  die  folgenden 
können  daraus  durch  die  Recursionsformel  AAYil)  berechnet  werden. 

Da  P(|)  (XXV)  und  g>(i)  (XVinO  sich  nur  durch  einen  con- 
stanten  Factor  unterscheiden,  auf  welchen  es  nicht  ankommt,  so  ist 
XVn)  gleichbedeutend  mit  der  letzten  Gleichung  XX),  und  wir 
erhalten 
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XXXII) 

^•^     f+2n— l\Ve-|-2»— 1  "f"  (f+2n— l)(f-|-2n— 2)\2/£+2n— 2      ^••• 

I  .     1 NH        (g+n-l)(£+n^2)...e /n\_l_ 

f^     ^^   (f+2n-~l)(f+2n— 2)  .  .  .  (£4.n)\n>+«  *"  " 

e+n-l/nX  (e+n--l)(e+n-.l)  /n\        1 

^2h+i  -  ,^.2n-lUy^''*+(e+2n-l)(R-"2;r-=2)We+2n-l~ 

■^^     ^^  (£-[.2n-l)(c4-2n— 2)  .  .  .  a-j-nVnA+;i+l  ""  ^ 

n.  8.  f. 

Das  erste  Glied  des  Fehlers  /l  wird  demnach 

ÄAÄIU)     a2H+i      ^      \^e+2n"~€+2«-lUAl+2;i=-"l? 

"^  (£+2n— l)(£+2n— 2A2y(f+2n— 2)«      '^"'J 

Dieser  Aasdruck  ist,  wenn  n  eine  grössere  Zahl  ist,  d.  h.  wenn 
man  eine  grössere  Gliederzahl  bei  der  Berechnung  berücksichtigt  hat, 
nicht  so  bequem,  wie  der  Jacobi'sche;  da  man  aber  in  der  Praxis 
die  Formel  nur  anwenden  wird,  wenn  eine  kleinere  Gliederzahl  ge- 
nügt, so  ist  der  Unterschied  in  der  Form  nicht  von  allzugrossem 
Belang. 

Bemerkung  über  den  Fall  f  =  1. 

Der  Fall  a  =  1,  welcher  bei  der  Jacobi-Gauss'schen  Formel  und 
allgemeiner  immer  dann  eintritt,  wenn  fi  =  d  ist,  z.  B.  auch  wenn 
f{x)  eine  ungerade  P^unetion  ist,  die  mit  einem  Gliede  der  ersten 
Potenz  beginnt,  ist  in  gewisser  Hinsicht  besonders  ausgezeichnet. 
Die  Gleichung  XIII)  wird  nach  Fortlassung  eines  coustanten  Factors 

XXXIV)  "^^      =  ^• 

i?  +  l 
Setzt  man  6  =     k—  -    so  geht  dieselbe   nach  Multiplication  mit  2« 

über  in 

oder  wenn  man  entwickelt  und  ^**  von  seinem  Coefficienton  befreit 

XXXV) 

^         n(n--l)  (n\   _  n(n-l)(/.-2Hn-3)        ^^^^ 

^       2»(2;i— l)\i;*'      "♦■2/t(2;i~l)(2»— 2)(2w-3)^  -^...  «u. 
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£g  verdient  anch  bemerkt  zu.  werden,  dass  wenn  maa  in  dem 

17  4-1 
Falle  e  =  1,  die  Substitution  J  =      '      vor  Ausführung  der  flbrigen 

EntWickelungen  macht,  man  durch  ein  dem  oben  angewendetes  Toll- 
kommen  analoges  Verfahren  auf  folgende  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung von  1/  gefflhrt  wird. 


Fflr  gerades  n 

1 

V'         V' 

.  .  .    ff 

• 

1 
1 

1        1 

3           5      • 

1 

"n  +  1 

xxxvni)     ^^,  « 

1 
3 

• 

1           1 
5           7      • 

1 
•  •  n+3 

—  0 

• 

1 
n— 1 

1            1 

n+1     n+3  • 

1 
•  •  2n  — 1 

Für  ungerades 

n 
V 

17*      fj^      ... 

r 

1 
3 

1        1 

5        7       •     • 

1 
n 

XXXIX)         ^2« 

1 
5 

• 

1        1 

7        9          •  • 

1 

n  +  2 

-0 

# 

1 
n  — 2 

1        1 

n     n+2  •  •  • 

1 

2n— 1 

woraus  folgt,  dass  der  Ausdruck        ,  ^ 

1  jenachdem  n  gerade  ode] 

ungerade  ist  der  lii 

iken  Sc 

)ite  der  Gleichun 

ffXXX^ 

ü\\ 

)  oder  XXXIX 

bis   auf  einen  leicht  bestimmbaren  constanten  Factor  gleich   wird, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  die  Determinante 


XL) 


S         I 


2 


? 


1 

1 

1 
2 


1 

2 

1 
3 

1 
•  •  •  n  +  1 

1 
3 

1 
4 

1 

•  •  •  n+2 

1 

1 

1 

n     n+1     n  +  2 


2n 
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I 


Dann  ist 


6  i/36_66 

7  ^  r  49     91 


und  zur  Bestimmung  von  C|  und  ^2  kann  man  benutzen  die  Gleichungen 

^A"+^«V*  =  12 
Dann  ist 


/ 


F(x)dx  «  Ä[ciF(a;j)+C2F(a:8)] 


Derselbe  ist  genau,  wenn  die  Reibe  nach  vier  Gliedern  abbricht 
Nach  der  Jacobi-Gauss'schen  Methode  würde  man  sieben  Functions- 
werte  und  die  Auflösung  einer  Gleichung  siebenten  Grades  für  £,  die 
sich  auf  eine  Gleichung  dritten  Grades  für  rj^  reduciren  wttrde, 
brauchen,  um  im  gleichen  Falle  das  Integral  genau  zu  erhalten,  weil 
in  dieser  Methode  der  Fortfall  der  niederen  Potenzen  gar  nicht  be- 
rücksichtigt werden  kann. 

Noch  bedeutender  wird  der  Vorteil,  wenn  noch  mehr  Glieder 
vom  Anfang  an  verschwinden. 

Als  ein  zweites  wichtiges  Beispiel,  wo  die  verallgemeinerte  Me- 
thode zu  einer  wichtigen  Vereinfachung  führt,  führe  ich  den  Fall  an, 
wo  die  zu  iutegrirende  Function  eine  ungerade  Function  ist,  selbst 
wenn  sie  mit  der  niedrigsten  Potenz,  also  der  ersten  beginnt. 

Sei  also 

F(x)  =  a^x-{-a2X^'{-a^x^'\-a^x'^-\-'  .  .  .  ajoÄ^^-j-  .  .  ., 

hier  ist 

fi  =  2;     t5«2;     €=»1; 

also  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  £  wird  wie  oben  XXXIV) 

17+1 
oder  J  =  0  (XL)  und  geht  durch  die  Substitution  J  «  -^-n—   in  die 

Gleichung  XXXV)  über. 

Setzt  man  n  =  5 ,  so  erhält  man  die  Gleichung  XXXVII)  und 
daraus  die  5  Werte  für  tj  und  £,  wie  dort  angegeben  ist.     Dann  ist 

xi  =  hVl    (i  «  1,  2,  3,  4,  5), 
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IX. 


Miscellen, 


1. 

Beitrag  su  den  Oleichungren  des  zweiten,  dritten  and  Tiertaii 

Grades  mit  rationalen  Wurzeln. 

Im  64.  Teil,  3.  Heft  pg.  299.  des  „Archivs"  waren  die  Wurzeln 
einer  vollständigen  Gleichung  4.  Grades  von  der  Form 

a  ,        ,  1/    .,  a«— -45      a»  — 4aÄ  +  8c 


o           ,  l/    .  o*  — 45  ,  a»  — 4a5+8c 
^8  u.  a:,  =  ---(p±|/  ,+— ^— + ,^ 

gefanden,  wenn  man  unter  z  einen  Wurzelwert  der  kubischen  Resol- 
vente  der  Gleichung  4.  Grades  und  unter    <p  =  1/  t^  versteht. 

1.  Wenn  eine  Wurzel  x^  einer  Gleichung  4.  Grades  rational  ist, 
und  wenn  ein  Wurzelwert  der  kubischen  Resolvente  dieser  Gleichung 
rational  ist,  so  ist  sowohl  gp,  d.  h. 


Yl^-z    als  auch      J/.+— -— + ^^ 

und  damit   auch   ein   zweiter  Wurzelwert  der  Gleichung  4.  Grades 
rational. 


^ 
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Auflösung. 
Man  setze 

I.     a:  =  —  2  i  ^     oder 


("+Ö"= 


m* 


Hieraus  ergibt  sich  die  gesuchte  Form 

^2 


IL    aj>+aa;+j-m«  =  0        x^  =  -  ^  + 


a 


a 
x^  =  —  ö""*^ 


a  und  m  sind  beliebige  rationale  Zahlen. 


Setzt   man   in   II.    a  »  0,   so  erhält   die   Gleichung  2.  Grades 

die  Form 

x^ — m^  ==  0    oder 

{X'^-m){x  —  m)  =  0     also     3*1  =  —  m 

und    asj  =  -["  *'*• 

3.  Welche  Form  hat  eine  vollständige  Gleichnng  3.  Grades,  da- 
mit eine  Wurzel  derselben,  durch  die  Cardanischc  Formel  berechnet, 
2  rationale  dritte  Wurzeln  liefert? 

Auflösung. 

Man  setze 

I.     sr  =» — ^-\-m-\-n     oder 

Hieraus  ergibt  sich  die  gesuchte  Form  der  Gleichung 

II.     a;^-|-aa;^-|-a?(  ö 3f»nl — m^ — n'-(-ö^  —  amn  =  0 

Hierin  ist 

Xi  =-  —  3  +  m-fn 

iBj  u.  3:3  =  —  2 2~  ±  "T""^ 

Vergleicht  man  die  Gleichung  II.  mit  einer  vollständigen  Glei* 
chung  3.  Grades  von  der  Form 


„^ 


so  mass 


liüceUen. 

in.     x^+ax^+bx+c  =  0 
—  a 


97 


...  «n.S_MSJ_  __-  __ 


m 


«»+ 


27 


C797in 


sein.  Nach  diesen  letzten  3  Gleichungen  lässt  sich  ja  m  und  n  aus  a, 
^  und  ^berechnen,  so  dass 


IV.    m  =-  i  V— ^(2a»— 9ai+27c)4-i  V(2a8-9aH-27c)^— 4(a2— 3ä)» 

V.    n  =  4  V-i(2a»— 9aH-27c)-iV(2a3-9aH-27c)«— 4(a^— 3ä)3 
Wenn  in  den  Gleichungen  I.,  IL  und  III.  a  »  0  ist,  so  ist  also 

I.  «  =«  m-(-n 

II.  sc*  —  SmnsB — i»'  —  n*  =  0 

und                         m.  x^+bx-^c-^O 
somit  auch 


971 


=v^i+iV^ 


'-V-l-iV^ 


4*3 
27 


Die  Wurzelwerte  der  Gleichung  II.  sind  dann 


Xf  und  0-3 


*ll-|-n     .      Tfl W     y 


± 


y=3. 


4.    Welche  Form  muss  eine  vollständige  Gleichung  3.  Grades 

I.     as^-^ax^-^bx-\-c  =  0 

haben,  damit  dieselbe  3  reelle  und  mindestens  1  rationale  Wurzel  habe? 
Auflösung. 
Wenn  die  3  Wurzeln  der  Gleichung  3.  Grades  reell  sind,  so  ist 


a 


II.    a^i  ■=  —  ö  +m+l'*"t"^ — P* 


m  und  a  seien  rationale  Zahlen. 


TeU  LZTL 
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Vergleicht  man  die  beiden  Gleichungen  II.  und  m.,  so  muss  sein 

-2  =  3« 

-^-  =3«*  — Sinn 

—  «  —  m'  —  «*-(""'  —  3flrmn 

a  »  —  6a 

c  =  12iiin  —  3a* 

&  —  ±  8  y a» — m»  —  n»  —  3amn. 
Wurzeln  der  Gleichung  I.  sind  nun 

Substitnirt  man  in  diese  Gleichung  für  a  und  b  die  vorhin  ermittdten 
Werte  und  für  %  den  Wert  —  a-f  m-(-«,  so  erhalt  man 


Hieraus  folgt 


'  f  a — Hl— 


_ — m — n* — SoHii» 


oder 


Weil  in  der  Gleichung  aj*4-^*4"**+^  "*  0 

&  -=  ±  8  Va«— m«— n»—  ^arnn^ 

SO  muss  dann  das  obere  Vorzeichen  vor  der  Wurzel  in  der  Klammer 
genommen  werden,  wenn  h  positiv  ist;  ist  dagegen  h  negativ,  so  gilt 
das  untere  Vorzeichen. 

Weil  nun  die  Wurzelwerte  der  kubischen  Resolvente  der  Glei- 
chung 4.  Grades 


•    • 


•     I 


'.• 


I  »  • 


•  •  • 
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Form  dieser  Gleichnng: 

Snbstitairt  man  nun  in   die  vorhin  aufgestellten  Systeme  der 
Wurzeln  der  Gleichung  4.  Grades  die  Werte 


so  ist 


T^ 


;    V— «1  — g  — 9»;    V^^'^q+9h 


«1  ■=     p-f-^v* 

ojj  =      p  —  2g>i 

xj  «-  — 1,4. 2g 

«4  ■=  — p  —  2g 

und 

«1  —      l>+2g 
2g 


wenn  in  Gleichung  V.  8p(g*-f-<P*)  positiv 

genommen, 


«8 


—  2g      f 


wenn  in  Gleichung  V.  8p(g*+<p*)  negativ 

genommen. 


«4  —  —  p —  2q>t 

Die  kubische  Resolvente  der  Gleichung  V.  hat  die  Form 


oder 


y*— («i+«i+»8)y*+(»i»2+»i»s+«t«8)y— »iVs  —  0 


yi  =  —  p* 


VL  yH"(/>'+ V~2(p V+[2p«(g*-g>*)+(g*+9>*)*lH^*(gHHiP*)« = 0 

Hierin 

y«  =  —  (g  — <p»)* 
y3  =  — (ff+TO* 

Beispiel. 

Es  sei  g  =  1 ;  9  =>  1 ;  />  =  1,  so  erhält  man  die  Gleichung 

a:*-2a:«+16x  — 15«0 

Fflr  die  Bestimmung  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  gilt  System  I. 

Xj  «-  1  +  2»;    a^2  •=  1  — 2»;    Xj  «-  1 ;     «4  =  —  3. 

Die  kubische  Resolvente  der  Gleichung  4.  Grades  ist 

y»+y*+4y+4«0;    yi  =  -l;    y^ -=  2t;    ^3  ^ 2» 

In  dieser  Resolvente  ist  ein  Wurzelwert  y^  =  —  a+m-f-n 
rational,  m  und  n  sind  aber,  wie  frt^hcr  gezeigt,  irrational.  Fdr 
dieses  Beispiel  ist 

1+4V3  1— 4y3 


a 


i;    m 


n 
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-^-3« 


^  =  o» — 3a(TO«+  3g*)  —  2(m» — 9m^) 

Hieraas  folgt 

a 6a    und    &  «  ±  SV a» — 3a(m« + Sg«)  —  2(«i»  -  9«g«) 

Weil  nun  für  die  Gleichung  I. 

OH  nnd«,-  '•^^^r  *""i~iy3i 

worin  »i  »  —  a-}"^*^  u°<^  ^  ^^^  ^  ^^  obigen  Werte  haben,  so  er- 
hält man 

x^  und  aj,  -  V^±(V^±V^) 

ar,  und  flJ4=- V^±(V^±V^) 
und  zwar 


und 

052=   y— »,— y— «,— y— »j, 

a-8=-y^+y^-y^ 
^4=~y^-y=^+y^ 


wenn  b  positiv  ist, 


wenn  b  negativ  ist. 


Substituirt  man  auch  die  Werte  fttr  a,  b  und  c  in  die  Gleichung 
I.,  so  erhält  diese  die  Form 

IV. 

a:*--6aa;«±8a:ya«— 3a(m«+3(7»)— 2(m»— 9ii»g*)+3(4m4-12^— o«) «  0 

Berücksichtigt  man,  dass 

«1  =  —  a-|-2m 

«2  =**  —  «  —  w*  —  3^ 

23  =  —  a — m+3g 


Mucetttn, 


105 


80  lässt  sich  die  Oleicbung  lY.  auch  schreiben: 

V.  «*4-2(»,+«i+a8)x«±acy-»iV8+(»i+«i-»8)«— 4*1«,  -  0 

Weil  nan  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  rational  sein  sollen,  so  mnss 
man  setzen 


%=-  — («— 9>)' 
Hieraus  folgt 


r,  8  und  g>  sind  beliebige  rationale  Zahlen. 


m 


3 


Femer  folgt 


2sq> 


und 


H+H+H  =  -  (r«  +  2#«+2<p«) 

so  ist  hiemach  die  Form  einer  Gleichung  4  Grades 

mit  rationalen  Wurzeln,  wenn  die  Wurzeln  der  kubischen  Besolvente, 
durch  eine  trigonometrische  Formel  berechnet,  rational  sind 

VL 


«*— 2(r«+2«H-29*)««±8K**---9Vf(»4-2(p)(r— 29)(i4-2«)(r~2*)== 

.  r+28 
.  r— 2f 
.— r+29 


«1 


wenn  8r(**— v*)  negativ  genommen. 


«4  «=  —  r — 29 


«4 


r-f  29 
r  — 2^p 
r  +  2« 
r— 2f 


wenn  »M** — qp*j  positiv  genommen. 


Die  Form  der  ksbischen  Resolvente  der  Gleichung  VL  ist 
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y,  «  — (*  — <p)« 
^3  =  — («+V)* 

Boispiel. 

Setzt  man  in  Gleichung  VI. 

r  «4 

9  —  3 

»  —  1 
80  erhält  man 

aj4_  72fl.2-.256a;  -  240  «  ü 

«1  —  10;     acj  «  —  2;    ar j  =  —  2;    ac^  «=  —  6 

Die  kubische  Resolvente  dieser  Gleichung  ist 

y»+36y«+ 384^+1024  -  0 
yi  =  — 16;    yj,  =  — 4;    y^  =  —  16. 

8.    Welche  Form  hat  eine  vollständige  Gleichung  4.  Grades  mit 
4  rationalen  Wurzeln? 

Auflösung. 

Setzt  man  in  der  unter  7.  aufgestellten  Gleichung  VI.  x^y  —  a, 
so  erhält  man  die  verlangte  Gleichung 

y4_4^y8  .  2y«[r»+2««4-2g)«— 3a»]-f4y[a(r«+2«»+2<p*)— a» 
±2r(««— 9«)]+a*— 2a«(r«+2««+2(p«)T8ar(««— 9«) 
+(r+29)(r-2«p)(r+2*)(r-2*)  «=  0 


y,  «=  a+r  +  2(p  \ 

y«  ■=  a-l-r  —  2(p  ^ 

>      wenn  das  obere  Vorzeichen  genommen, 

y8  =  a--r  +  2«    l 
y4  =  a  —  r  —  2«     J 

Vi  "=  o  +  r+2« 
y2  =  a+r — 2« 
ya  =  a  — r+29 
tfi  =  a  — r  — 2<p 


wenn  das  untere  Vorzeichen  genommen. 


Beispiel. 

Setzt  man  in  die  obige  Gleichung  die  Werte 

a  =  — 1 
r  =  3 


108  MiscelUn. 

Das  zweite  Kepler'scbo  Gesetz  teilen  wir  in  die  2  folgenden: 

a)  Die  Bahn  des  Planeten  ist  eine  Ellipse. 

b)  Die  Sonne  steht  in  einem  ihrer  Brennpunkte. 

Wir  nntersnchen  also  zuerst  die  Bedingung,  unter  der  fiberhaupt  diij 
Bahn  eines  nach  einem  Centrum  C  angezogenen   Punktes   P  eü 
Ellipse  ist. 

Der  Anfang  der  xy  sei  C,   die  Ellipse  bestimmt  durch  die 

chungen 

re  =  o-f-ACOSfi;     ^  == /S-j-ftsiUfi  (1) 

Bezeichne  r  den  Radiusvector,  v  das  Potential  der  Anziehmig  auf  dia 
Masseneinheit,  e  die  Excentricität,  y  die  FlächengesdiwiiidiflM^ 
Dann  wird  die  Bewegung  durch  die  2  Gleichungen  bestimmt: 

Sx*+dy*  xdy^ydx 

~h?~~  =  ^""'^   — Wt 2y  ® 

woraus  nach  Elimination  von  dt: 

^  —    y  (xdy---  ydx)* 

Diesen  Wort  also  muss  das  Potential  haben,  wenn  P  eine  gegebene 
Curvc  f(x,y)  =0  durchlaufen  soll.  Führt  man,  in  Anwendung  aof 
die  Ellipse,  die  Werte  (1)  ein,  so  kommt: 

''    (a^ + Act  cos  |iA +aj3  sin  |!a)*  ^  ' 

Eine  weitere  Forderung  ist,  dass  v  eindeutige  Function   von  r 
sei.    Nun  hat  man: 

r2  ==  ((v-j-acos|Li)*+(/3-|-*sinfi)^    oder 

r«  =  a*+/3«+6«  +  2aacosfi+2ft/3sinfi  +  c»co8V  (4) 

Untersucht  man  erst  die  Maxima  und  Minima  von  v  und  r,  so 
findet  man: 

?ü  a  of  sin  ft  —  6  /3  cos  ft  4"  ß*  sin  jü  cos  jü 

9|[A  ~    ^  ^  (a^-|-ÄacoSft  +  a/3sinft)* 

r^  =  —  aasmjÄ  +  ÄpcoSjii  —  «'SinfiCOSfi 


woraus : 


ae;  = 


Nun  ist 


(a6  +  *  o  cot  ji* -|- a /3  sin  a)' 
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X. 

Ueber  die  von  Challis  vorgeschlagene  neue 
Integrationsmetbode  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  und  ihre  Anwendung 
auf  gewisse  ungelöste  Aufgaben  aus  der  Variations- 
rechnung. 

Von 

Magnus  Ehrhorn, 

Candidat  des  höheren  Schulamts  aus  Sumtc  bei  Keuhaus  a.  d.  Elbe. 


Die  vorliegende  Arbeit  enthält  zunächst  die  Untersnchungcn,  die 
ich  der  Königlichen  wissenschaftlichen  Prüfungs-Comniission  zu  Göt- 
tingen  zur  Erlangung  der  facultas  docendi  in  der  Mathematik  ein- 
gereicht habe. 

Von  meinem  hochverehrten  Lehrer  Herrn  Prof.  Dr.  Stern,  dem 
ich  fOr  manchen  freundlichen  Rat  und  Beistand  zu  grossem  Danke 
verpflichtet  bin,  wnrdo  mir  die  Aufgabe  in  folgender  Fassung  gestellt: 

„Was  ist  in  dem  von  Challis  (London,  Edinburgh  and  Dublin 
Philosophical  Magazine,  July  1871)  angeregten  Streite  über  die  Lösung 
gewisser  Aufgaben  aus  der  Variationsrechnung  das  Richtige ?^^ 

Dieses  Thema  habe  ich  im  Folgenden  nochmals  bearbeitet  und 
mit  einigen  Ergänzungen  versehen. 


T«aLZTL  9 
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Bemerkung  wiederholen,  dass  längs  einer  Sehne  gerade  so  gut  inte- 
grirt  werden  kann,  wie  längs  jeder  andern  Curve,  dass  dagegen  die 
eigentliche  Bedeutung  und  der  Wert  dieser  Methode  von  Delaiinay 
weit  besser  erkannt  und  hervorgehoben  ist  als  von  Challis.  Delaunay 
führt  diese  Methode  als  eine  neue  Bezeichnungsweiso  ein,  um  xwd 
Ausdrücke,  die  er  bei  der  Bildung  der  Variation  eines  vielfachen 
Integrals  erhalten  hat,  in  einen  einzigen  Ausdruck  zu  vereinigen  und 
ein  Doppelintegral  einer  Fläche  in  ein  Randintegral  zu  verwanddn. 
Er  betrachtet  zur  Erläuterung  ein  Doppelintegral 

ffh.dx.dy^ 

welches  sich  über  alle  Punkte  der  Ebene  (a;,  y)  erstreckt,  die  inner- 
halb der  geschlossenen  Curve  AmBnA  (Fig.  4.)  liegen.  Seien  nun 
yo  und  pi  mit  der  Bedingung  y,  ^>  y^  die  beiden  Ordinaten  dieser 
Curve,  welche  einem  und  demselben  Werte  der  Abscisse  entsprechen 
und  seien  xq  und  x^  die  Endabscisscn  Oa  resp.  06,  so  kuin  das 
Doppelintegral  in  der  Form 

fdx.fh.dy 

So        ye 

ausgedrückt  werden.    Wenn  jetzt  das  unbestimmte  Integral 

fhdy  =»  H 
und  das  bestimmte  Integral 

fhdy  ^H^- Ho 
ist,  so  ist 


f€lx  .fhdy  =  /  H^dx  — /  HqiIx. 


Indem  nun  das  erste  Integral  fH^dx  den  Inhalt  der  Fläche  aAmBb 

darstellt  und  jH^dx  den  Inhalt  der  Fläche  aAnBb,  stellt  die  obige 

Differenz  der  beiden  Integrale  den  Inhalt  der  durch  eine  geschlossene 
Curve  begrenzten  Fläche  AmBnA  dar.  Mit  Berücksichtigung  des 
bekannten  Satzes 

b  a 

fydx  =  — fydx 
a  h 

nimmt  die  obige  Differenz  die  Form  an 

/H^tlx+fHodx, 
und  diese  beiden  Glieder  vereinigt  Delaunay  durch  ein  einziges  Zeichen 

(X) 

fHdx, 
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Ein  solches  Beispiel  bietet  die  berühmte  Aufgabe  der  Brachistochrone 
dar,  bei  welcher 


fc./y^- 


V2g 

ZU  eiDem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen  ist  und  wo  sich  als 
zu  integrirende  Hauptgleicbung  * 

0 


ergiebt; 

2)  wenn  in  V  ausser  einer  expliciten  Function  von  x  und  den 
Differentialquotienten  die  abhängig  Yariabelo  y  nur  in  dor  ersten 
Potenz  und  nicht  mit  ihren  Differontialquotientcn  multiplidrt  vor- 
kommt; wenn  also  allgemein  V  die  Form  bat 

7-=  ayq)(z)  +  b/(x',  p,  q,  r  ...). 

Ein  Beispiel  dieser  Art  ist  das  von  Stegmann  in  seinen^  Lehrbache 
der  Variationsrechnung  §.  33.  behandelte  Problem:  Es  wird  di^'enlge 
Beschaffenheit  von  y  =/ta;)  gesucht,  wodurch 


■/&-") 


dx 


zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  wird,  wo  für  dio  feston 
Grenzen  des  Integrals  die  Bedingung  o  <  «  <^  S  gelten  soll. 

III.  Wir  können  nur  die  Gleichung  Apdx  =  Ady  «=  0  benutzen 
und  integriren,  wenn  in  derselben  ^,  aber  nicht  x  explicit  vorkoaimt. 
Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  allgemein 

V  =  a(p{y)'{'hxf{p)  +cx^(p{q)  +  •  •  • 

Hierher  gehören  die  von  Challis  unter  IL  und  III.  behandelten  Auf- 
gaben, die  in  §.  4.  und  5.  noch  näher  untersucht  werden. 

Hiermit  dürfte  klar  gelegt  sein,  wann  und  warum  wir  in  dem 
einen  Falle  beide  Gleichungsformen,  in  einem  andern  Falle  nur  die 
eine  von  ihnen  anwenden  können. 

Litteratur. 

1)  Cayley,  On  a  supposed  new  integration  of  differential  eqoa- 
tions  of  the  second  order.  (The  London  Philos.  Magazine.  1871. 
vol.  42.  p.  197). 
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Ordinaten  hinausgehende  Kreisbogen  wirklich  ein  Maximum  liefert, 
ond  dass  uns  der  Wechsel  des  Vorzeichens  des  zweiten  Differeutial- 
gootienten  darüber  nicht  im  Zweifel  lässt. 

Die  Betrachtungen  mit  Zugrundelegung  der  Polarcoordinatcn, 
aufweiche  Todhunter  hinweist,  führen  nur  zu  derselben  Schwierig- 
keit, die  auch  nur  durch  eine  analoge  Umänderung  des  bestimmton 
Integrals  zu  heben  ist.  Anderweitige  richtige  Beweise  sind  bereits 
länger  bekannt;  man  vergleiche  insbesondere  die  schönen  Eutwicke- 
Inngen  Steiner's  in  Crelle's  Journal  1838.  Bd.  18.  p.  281. 

Litteratur. 

1)  Legendre,  Memoire  sur  la  mani^re  de  distingucr  les  maxima 
des  minima  dans  le  calcul  des  variations.  (Histoiro  de  l'acad.  royale 
des  Sciences.  1786.  p.  27. 

2)  Stegmann,  Lehrbuch  der  Variationsrechnung,    p.  171. 

3)  Todhunter,  History  of  the  calculus  of  variations,   art.  202 
0.366. 


§.  4. 

Die  zweite  Aufgabe,  welche  Challis  behandelt,  ist  die  folgende: 
Zwei  feste  Punkte  durch  eine  ebene  Curve  so  zu  verbinden,  dass  sie 
bei  ihrer  Rotation  um  eine  in  derselben  Ebene  liegende  Gerade  einen 
Körper  mit  kleinster  Oberfläche  beschreibt. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Oberfläche  einer  Rotationsfläche  ist 

/» 
0  =  27tfyds, 

Durch  Benutzung  der  Gleichung 


woraus 


6,ds^^d,6y 


folgt,  und  durch  partielle  Integration  erhalten  wir  als  erste  Variation 


Die  Integration  der  Hanptgleichung 


'] 
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ergiebt  sich 
und 

y'  =  2y 

oder  da 

x  —  x  ^py, 

so  erhalten 

wir 

V 

_  tly  _      dx'            1 
■~da;""      dy'  ^      p" 

x^x'       ^' 

Daher  ist 

oder 


dy_        j.dy'  1 


woraus  durch  Integration 

1)  dx'^±  dy'  (^'  -  l)' 

folgt,  wenn  k  die  willkürliche  lutegrationsconstante  bezeichnet.    Durch 
nochmalige  Integration  erhalten  wir 


»      ..+..-±|'('^'-x)'-i,.,(^±Vfr,) 

als  Gleichung  der  Evolute,  wenn  c   eine  zweite  willkürliche  lutegra- 
tionsconstante bezeichnet,  und  wenn  wir  mit  Gayley  einen  kleinen 

Fehler  verbessern,  indem  ^i  anstatt  s"  gedruckt  ist  Diese  Oleichuog 

der  Evolute  ist  wohl  zuerst  von  Goldschmidt  ^)  aufgestellt 

Die  Gleichung  1)  schreibt  Challis  dann  in  der  Form 

(y^         U      dx^       _dy 
^  VA:*  "    J^  dy'^       cto  "      ^' 

woraus 

3)  l  =  VT+P- 

Da  nnn 

x'  =  x-\-p(y-y')  =  z+p(y-kVl-i-p»), 

SO  erhält  er  durch  Substitution  in  die  Gleichung  der  Evolute 

4)  x+c' py  +  ^Vl+7+^  108(^  +  1/1+^) 

als  Differentialgleichung  sämmtlicher  Evolventen  obiger  Evolute,  die 
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Dies  ist  eine  elliptische  Differcntialglcichnng,  deren  Integration  auf 
elliptische  Functionen  führt. 

Nnn  ist  schon  früher  von  Delannay')  gezeigt  worden,  dasa  die 
Rollcurve,  welche  der  Brennpunkt  einer  auf  einer  festen  Geraden 
ohne  Gleiten  rollenden  Ellipse  oder  Hyperbel  beschreibt,  genoa  die- 
selbe Differentialgleichung  hat  Sind  die  Halbaxen  der  beiden  ronen- 
den Kegelschnitte  a  und  &,  so  müssen  wir  für  die  RoUcunre  der 
Brennpunkte  der  Ellipse  in  der  Differentialgleichung  4)  -f-&^  und  ft&r 
die  der  Hyperbel  — 6*  nehmen  (Fig.  9.  und  10.).  Die  willkttrlicbe 
isoperimetrische  Constante  a  hat  danach  die  geometrische  Bedeotong, 
dass  sie  die  grosse  Halbaxo  der  rollenden  Ellipse  oder  Hyperbel  ist, 
und  die  verschiedenen  Vorzeichen  von  a  beziehen  sich  auf  die  rick 
nur  durch  ihre  Lage  unterscheidenden,  sonst  congruenten  Bollcnrven 
der  beiden  Brennpunkte  eines  und  desselben  Kegelschnittes.  Durch 
Einführung  der  Excontricit&t 

a 
können  wir  die  Differentialgleichung  4)  umformen  in 


dx 


V4aV-(y'T«'(i-«*))^ 


y{?-a^(l+c)«|{a«(l-ej«-y*} 
Substituiren  wir  hierin 

5)  y^  =  o*(l— e)^8in(jp*-j-a^(l-[-c)^C0S(p*, 

so  erhalten  wir 

y  =  a(l  +c)  ]/ 1  —  J^-^t  sin  cp» 

=-  a(l  +  c)yr-^^^F8in^  =  a(l  +  6)^i(^•,  q?), 

k'^  sin  q) .  cos  (p  .  tlq) 


dy  =-—-  a(l -f  c) 


==^~a(l+c) 


Vi  —  ^•*sinV 
k'^  sin  <p .  cos  cp .  d<p 


^(k,  ff) 
dx  =  —  a{l-\- e)J{kf  tp)d(p ^ a(l  —  e) 


dtp 


J{k^  cp) 


Nehmen  wir  hierin  das  obere  Zeichen,  so  erhalten  wir  durch  Inte- 
gration 


^^ 
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und 


X  — C|  4a 

y  y 


r/a?  ^  y*  *   y* 

4rt*Äj  -|-  4flf(fl^  —  Cj^Äj 


,S 


sodass 


ttj       4a^Aj  +  4a(a;  —  Cj  )A2       B 
«*   ""  y*{Äi(a;  — Ci)  +  4aÄ2i  ~  y** 


indem  wir  zur  Abkürzung 

4a*Äi  +  4a(a;  — c^)^^ 


=  B 


setzen,  worin  ?t^  und  h^  stets  so  gewählt  werden  können,  dass  B  nie 
null  und  nie  unendlich  wird. 

Der  Quotient  -  wird  jetzt  f ür  y  —  0  unendlich  gross  und  «war 
von  der  zweiten  Ordnung.    Der  Ausdruck 

wird  also  für  y  »  0  von  der  vierten  Ordnung  unendlich  gross  nud 
das  Product 

wird  für  y  »  0  von  der  dritten  Ordnung  unendlich  gross,  so  dass  die 
Roibeueutwickelung  nicht  convergirt,  und  das  erste  Glied,  eine  end- 
liche Grösse,  nicht  das  Zeichen  bestimmt 

Mit  diesen  Betrachtungen  glauben  wir  die  Aufgabe  endgültig  da- 
hin gelöst  zu  haben,  dass,  wenn  die  beiden  gegebenen  Punkte  auf  der 
Rotatiousaxe  selber  liegen,  nur  in  zwei  Fällen  eine  wirkliche  Lösung 
der  Aufgabe  möglich  ist. 

Erstens,  wenn  die  gegebene  constante  Oberfläche  gleich  null  istf 
so  ist  die  Rotatiousaxe  selber  die  gesuchte  Gurve. 

Zweitens,  wenn  die  gegebene  constante  Oberfläche  »  4(ä)  «ist, 

wo  d  ^  AB  wie  S.  139.  gesetzt,  so  ist  die  gesuchte  Gurve  ein  Kreis, 

d 
dessen  Radius  2a  =>  ^  ist  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Rotations- 

axe  liegt. 


144   I^ht'horni    Ueber  die  von  ChaUi*  vorgeschlagene  JntegratioHMmetködg. 

§.  6. 

Mit  dcu  im  vorigen  Paragrapheu  mittelst  des  integrirendea  Fac- 
tors p  crbalteiien  Lösungen  erklärt  Challis  sich  nicht  einverstanden 
und  sucht  daher  aus 


1 


allein  mittelst  seiner  neuen  Integrationsmethode  die  Lösung  zu  finden. 
Unter  Benutzung  des  Krümmungsradius 

erhält  Challis  aus  yi  »  0  die  Gleichung 

1 

Vl  +  P 


..^.-(i-j) 


Mit  Hülfe  der  bckauuton  Relationen  zwischen  den  Coordinatcn  einer 
Curvc  und  ihrer  Evolute 

X — x'  =  — p(y—y')y 
PP'+l-O, 

worin  x\  y\  p,  sich  auf  die  Evolute  beziehen,  findet  er  nach  einigen 
Transformationen  und  Integration  als  erstes  Integral 

worin  k  die  willkürliche  Integrationsconstante  darstellt    Daraus  folgt 
dann 


3) 


--±'*1^^±5&^ 


als  Differentialgleichung  der  Evolute  derjenigen  durch  die  Hanpt- 
gleichung  dargestellten  Curve.  Hieraus  findet  Challis  die  keineswegs 
sehr  einfache  Gleichung 

4)  p^  = 


a 


a«-Ä^,(2a-(»)« 


mit  welcher  wir  uns  als  endgültigen  Lösung  begnügen  müssen.  Da 
diese  Gleichung,  welche  sämmtliche  Evolventen  der  obigen  Evolute 
darstellt,  den  Krümmungsradius  q  enthält,  so  ist  sie,  gerade  wie 


^ 
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nach  der  y  Richtung 

s'pY,  s'py,  sTp",.", 

endlich  nach  der  z  Richtung 

syv\    gyv",    STp'^v^, 
Also  mass  sein 

zspi  «  s'p'k'+s:yv'+  . . .  -  o  \ 

sspfi  -  Ä>v'+5'yv"4- . . .  =  0   >    ....    1) 

SSpv  ==  Syv'+  5"^ V'+  .  .  .  «  0     ' 

Diese  Gleichungen  drücken  die  Bedingungen  dafür  ans,  dass  das  Tdl- 
chon  nicht  fortbewegt  wird.  Zum  vollständigen  Gleichgewicht  ist 
noch  erforderlich,  dass  das  Teilchen  auch  nicht  gedreht  wird,  was 
durch  folgende  Gleichungen  ausgedrückt  wird: 

i:Sp(yv  —  z(i)  =^  0    I 

2Sp(zk  —  «v)  =  0     > 2) 

Jetzt  betrachten  wir  ein  ganz  kleines  Teilchen  von  der  Gestalt 
eines  Prismas,  dessen  Höhe  auch  verhältnissmässig  sehr  klein  sein 
soll,  so  dass  die  Seitenflächen  gegen  die  Grundflächen  Temachl&saigt 
werden  können. 

Dann  haben  wir  in  den  erhaltenen  Gleichungen  nur  die  zwei 
Glieder  zu  betrachten,  die  sich  auf  die  Grundflächen  beziehen. 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  1)  folgt 

zspx  -  syx'+^yk''  =  0, 

und  da 

j)T+p"r«o    oder    ^A'^-^'T'. 
Ebenso  ergeben  die  zweite  und  dritte  der  Gl.  1) 

p^f,^ pV'    und    pV  =  -.;>V'. 

Quadrirt  man  jede  dieser  drei  Relationen,  so  kommt 

und  da 

p^2  _  ^"8    folglich    p'  =  p", 

indem  wir  die  Kraft  als  absolute  Grösse  betrachten  (und  demgemäss 
Dositiv  setzen  müssen). 
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Ist  die  Hypotenusenflächc  =  5,  so  sind  die  drei  KathetenflAchen 
bezüglich 

Wir  bezeichnen  die  absoluten  Grössen  der  an  der  Hypotennaen- 
iläche  und  an  den  Kathetenflächen   wirkenden  Kräfte  durch  j»,  p\ 

V  ,  V  ' 

Die  Cosinus  der  Winkel,  die  sie  mit  den  positiven  Coordinaten- 
Richtuugen  bilden,  seien  bezüglich  A,  ^,  v;  A',  \k\  v';  }!\  \i!\  v"\  i*, 

Betrachten  wir  nun  die  Fläche  S\  so  herrscht  hier,  auf  die 
Flächeneinheit  bezogen,  eine  Spannung  von  der  Grösse  p'.  Es  sei 
A'  =  —  Aj,  f*'  =  —  |ü|,  v'  *=  —  Vj.  Es  findet  hier  nach  Bichtmig  der 
positiven  und  nach  Richtung  der  negativen  Körperabteilung  eine 
gleiche,  aber  entgegengesetzte  Spannung  statt.  Die  nach  dem  posi- 
tiven Körperteile  (d.  h.  nach  dem  Teile  des  Körpers,  dem  die  posi- 
tive Seite  der  Fläche  S^  zugewandt  ist)  gerichtete  Spannung  hat  die 
Componenten  p'A,.  ^j'fij,  p'vj,  und  diese  Grössen  stimmen  mit  A^  JF, 
E  auch  dem  Zeichen  nach  überein;  dagegen  hat  die  entgegengesetzt 
gerichtete  Spannung  —  und  diese  kommt  begreiflicherweise  in  un- 
serem Falle  allein  in  Betracht  —  die  Componenten  — jp'ii,  — p'f4 
— j)Vj,  oder  auch  p'A',  ^'u',  p'v';  diese  sind  also  den  Grössen  A^  F, 
E  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzt.  Analog  verhält  es  sich  mit 
j)"A",  .  .  .  ;  y"A"',  .  .  . ;  F,  B,  />;  K,  />,  F.    Daher  ist 

/A' ^;    pV'=— ^;    V'"'^'" ^' 

p'^'     =  p"  X"  =  -  F. 

p    V         =  p     fl       =   JJ, 

p    ^      =^  p  V       =  —  rj. 

Mit  Anwendung  der  Gl.  1) 

ZSpk  =  0,     i:Sp(i  =  0,     ZSpv  ==  0 
erhalten  wir  nun 

spk + s'p'k'+  s^yk"+  s'yk'" = o, 

oder 

ebenso 

Spfi'-Sa.F-Sß.B—Sy.n  =  0', 

und 

Spv—Sc(,E'-Fß.D—SY.C=0', 

oder  vereinfacht 

pk  =  ^a  +  FjJ  +  fJy     \ 

P(i  =  /-a+i^p+Dy     > 3) 

pv  =  £«-f  /;j3-f  Cy     ' 
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also 
oder 

Also,  in  den  Hanptspannnngsricfatungen  erreicht  nicht  mar  die 
senkrechte  Spannnngscomponente,  sondern  auch  die  Gcsammtspannong 
ihr  Maximum  und  ihr  Minimum. 

Wir  betrachten  wieder  einen  Körper,  auf  den  beliebige  Kräfte 
wirken,  unter  deren  Einflnss  die  Teilchen  desselben  gewisse  Ver- 
schiebungen gegen  einander  erleiden. 

Findet  an  einer  Stelle  eine  Entfernung  der  Teilchen  von  einander 
statt,  so  nennt  man  das  eine  Dehnung  des  Körpers  an  dieser  Stelle^ 
eine  Näherung  der  Teilchen  bezeichnet  man  als  ZusammcDdrfickang. 

So  wie  mau  Druck  als  negativen  Zug  ansehen  kann,  so  kann 
man  auch  Zusammendrttckuug  als  negative  Dehnung  bezeichnen.  Anch 
hier  gelten  allgemeine  Gesetze,  und  es  können  nur  solche  Dehnnngen 
und  Zusammeudrückungen  eintreten,  die  diesen  Bedingungen  ent- 
sprechen. 

Ein  Punkt  2f  des  Körpers  habe  jetzt,  nach  einer  kleinen  Ver- 
schiebung, die  Coordinaten  a-,  y,  z\  vor  der  Verschiebung  hatte  er  die 
Coordinaten  x  —  c,  y  —  //,  z  —  {. 

«f,  7;,  f  sind  die  Componenten  der  Verschiebung,  die  der  Punkt 
3/  erlitten  hat.  Diese  nehmen  wir  nun  so  klein  an,  dass  wir  höhere 
Potenzen  derselben  vernachlässigen  können  (klein  gegen  die  Distanz 
zweier  materiellen  Punkte  des  Körpers). 

Die  Verschiebung  ist  eine  Function  der  Coordinaten  x,  y,  »  des 
Punktes  M\  wir  nehmen  au,  dass  diese  sich  stetig  ändern,  so  dass 
die  Differentialquotienten  immer  endlich  bleiben;  diese  worden  sogar 
sehr  kleine  Werte  annehmen,  in  Folge  der  angenommenen  Kleinheit 
der  Verschiebungen. 

Der  Punkt  M^  habe  jetzt,  nach  der  Verschiebung,  die  Coordi- 
naten x-{-öx,  y~\~^!/t  3  4"^«. 

Da  nun  ^  =  /(ar,y,3)  ist,  so  ist 
Daher  hatte  M^  ursprünglich  parallel  der  x  Axe  die  Coordinate 
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aj-f-fe  —  ^1  « 

(^+e^)_(f+g-fe+g^«y+9-a«). 

ebenso  war  die  ursprüngliche  y  Goordinate  gleich 
and  die  ursprüngliche  z  Goordinate  gleich 

(z+i»)  _  (t  +  |fe  +  I  Äy  +  I  Sz). 

Im  damaligen  Zastande  war  (MM^)*  = 
+((y-i?)-(y+öy-ni))» 

Nun,  nach  der  Verschiebung,  ist  (MM^)^  =• 

r«  =  dx^  +  6y^+dz\ 

r  mache  mit  den  Goordinatenaxen  Winkel,  deren  Gosinus  a,  ß^  y  seien. 
Dann  ist 

r  '       r         '^^      r         ' ' 

Dann  ergibt  sich  sofort 


/         dfi         dri         dfi   Y 

,/      at      3t«    3t  y 


Nun  entwickeln  wir  beide  Seiten  in  Reihen.    Wir  setzen 

r  «  ro(l  +  0, 

wo  f  die  Dehnung  der  Längeneinheit  in  der  Richtung  A/Af^  bedeutet. 
(Die  Richtungen  r^  und  r  sind  sozusagen  parallel). 
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Alsdann  ist 

indem  einer  sehr  kleinen  Vcrschiebang  anch  eine  sehr  kldne  Dehmi^ 

entspricht 

Entwickeln  wir  nun  anch  die  andere  Seite  mit  VcmachlisBigBqg 
der  Glieder  mit  Prodacten  der  Differontialqaotienten,  so  ergibt  sid 
die  Gleichung 

•-  > 


2£=     -^ 


Setzen  wir  nun 

©+!)--  (i+b--  s+s=^. 

80  erhalten  wir 

1  — 2€  =  1  — 2(aa«+i/3«+cy«+2rfi5y+2«yo  +  2/«/J 
oder 

$  =^  aa^+bß^'{-cy^+2dßY+2eYtt+2faß 6) 

Uier  haben  wir  für  s  eine  Gleichang  ganz  von  derselben  Form, 
wie  Gl.  4),  die  nns  einen  Ausdruck  für  27  lieferte. 

Statt  der  dortigen  GocfBcienten  A,  B^  (7,  />,  £,  F  haben  irir 
hier  a,  i,  c,  rf,  c,  /. 

So  wie  wir  a,  6,  c^  d^  e^  f  als  gegeben  annehmen,  können  wir 
sofort  e  nach  einer  beliebigen  Richtung  (a,  /?,  y)  bestimmen. 

Auf  die  Gleichung  6)  können  wir  nun  Betrachtungen  anwenden, 
die  den  früher  (bei  61.  4))  angewandten  gan£  analog  sind. 

Auch  hier  überzeugen  wir  uns  von  dem  Vorhandensein  dreier  auf 
einander  senkrechter  Hauptdehnungsrichtungen,  die  mit  den  Hanpt- 
axen  der  Fläche 

aa;«+V+c»*+2rfy*+2«M:  +  2/a!y  —  1 
zusammenfallen. 
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Die  3  Hanptaxen  der  eben  erwähnten  Fläche  nehmen  wir  nun 
zu  Coordinatenaxen.  Was  nehmen  a,  ^,  c,  tl^  e,  /  dann  fllr  Werte  an? 

Die  entwickelten  Gleichungen  gelten  fdr  jedes  rechtwinkelige 
Coordinatensystem,  nur  werden  jedesmal  die  Coefficienteu  o,  6,  «,  d!, 
c,  /  ihre  Werte  ändern. 

Bezeichnen  wir  die  drei  Ilauptdohnungeu,  d.  i.  die  Delmangen 
nach  den  drei  Hauptrichtungen,  mit  i\  t'\  «**,  so  haben  wir  fftr  nnaer 
neues  Coordinatensystem  : 

a  =  «',     Ä  =  €",     0  =  J^',     rf  «  0,     e  «  0,    /  =»  0. 

(Wäre  dem  nicht  so,  dann  könnte  die  Gleichung  obiger  Fl&cfae 
auf  dieses  System  auch  nicht  von  der  Fonn  €'y*+*'y*4~**^*""  1 
sein,  d.  h.  die  neuen  Axcn  wären  nicht  die  Hauptaxen  der  Fläche). 

Die  Dehnung  nach  einer  beliebigen  Richtung  wird  nun  auBgediUckt 
durch  (of,  j3,  y) 

««5V+£"/3*+«V 7) 

Ist  nun  z.  B.  €'>  «">  a'",  so  ist  offenbar 

oder 

a'  >  a  >  a"',    d.  h. 

Die  Dehnung  erreicht  in  einer  Ilauptaxe  ein  Maximum,  in  einer 
andern  Ilauptaxe  ein  Minimum. 

Jetzt  nehmen  wir  drei  beliebige,  auf  einander  senkrechte  Rich- 
tungen : 

«1,  ßu  yi\  «s»  ßi^  y«;   «3i  ßz^  y^\ 

und   suchen   die  Grösse   der  Dehnungen   nach   ihnen   zu  bestimmen. 
Wir  haben  sofort  nach  7) 

Addireu  wir  diese  drei  Gleichungen,  und  berücksichtigen  wir,  dass 
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A   FE 

geben  sein  mussten,  indem  von  den  9  Spannungscomponenten  F  B  D 

E  D  C 

dreimal  je  zwei  einander  gleich  sind. 

So  wie  wir  diese  kennen,  können  wir  für  jede  durch  den  Punkt 
gelegte  Ebene  die  Spannung  der  Grösse  und  Richtung  nach  angehen- 
Indem  wir  A^  B,  C,  Z>,  £,  F  in  der  früheren  Bedentong  nehmen, 
haben  wir  ja  die  Gl.  3): 

pl  '^  Aa  +  Fß  +  Ey 
pfi  =  -Fb  +  B/?  +  Z>y 
pv  ^  Ea  +  Dß  +  Cy 

Können  wir  nun  die  Werte  von  A^  B,  C,  Z>,  £,  Faof  die  GrOflsen 
(1,  5,  c,  d,  6,  /  zurückführen,  dann  sind  die  Spannungen  ansgedrOdct 
durch  die  Verschiebungen.  Dazu  erinnern  wir  uns  der  Gleichongen 
4)  und  6): 

n^^  Aa*+Bß*+Cy*+2Dßy+2Eya+2Fhß 
und 

£  ==  aa*'\~bß*+cy^+2dßy+2eya+2faß. 
Da  nun 

ist  nach  61.  10),  so  folgt: 

Aa*  +  Bß*  +  Cy« + 2Dßy + 2Eya  +  2Fytß  = 
ifc(aa« +bß*+cy*+ 2dßy + 2eyu + 2 fuß) 

(^  — ifco— Äv)a«+2(D  — ifcrf)/Jy     1 
+  ( J?—  ifed  —  Är)/3«  +  2{E — ifce)yo     (  «  0. 
+  (C— ifcc  — Jrt;)y«  +  2(F— Ä/)«/?     ^ 

Dies  gilt  für  jede  beliebige  Richtung  (a,  /?,  y);  daher  muss  jeder 
Coefficient  »  0  sein ,  wie  sich  foigendermassen  ergibt  Nehmen  wir 
die  Richtung  (1,  0,  0),  d.  h.  a  =  1,  /5  =  0,  y  =  0,  so  folgt  ans 
letzter  Gleichung  sofort 

{A—ha^Kv).V  =  0    oder    A  «  ha-\'Ev, 

Ebenso  liefern  die  Richtungen  (0,  1,  0)  und  (0,  0,  1) 

(J?— ifcft— JSrt?)  =  0    und    (C—ikc  — Ät;)=0. 

Daher  bleibt  noch  von  obiger  Gleichung 

2{D-'hd)ßy'\'2{E—ke)ya'\'2{F—lcf)aß  =  0    oder 
(Z)  — Ä:d)/?y+  (i;— ^•6)ya4-   {F-'kf)aß -^  0. 


oder 
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Moleküle  des  Körpers  gemacht,  es  sei  denn,  dass  wir  einen  homo- 
genen, isotropen  Körper  voraussetzten. 

Cauchy  macht  gewisse  Hypothesen  über  die  Moleküle,  ihre  An- 
ordnung, ihre  Wirkungen,  und  kommt  auf  Grund  dessen  zu  dem  Be- 

sultate  ^  "=-  2'    ^^  gehen  nicht  näher  auf  seine  Entwickelungen  dn, 
da  seine  Annahmen  nicht  so  ganz  zuverlässig  sind. 

Poisson  von   anderen   Betrachtungen  ausgehend   fand  ebenfidls 

^       2' 

Lam6  und  Clapeyron,  wieder  von  anderen  Betrachtungen  aus- 
gehend, fanden  dieselbe  Gleichung. 

Also  mehrere  Mathematiker  gelangten  mit  ihren  verschiedonen 
Hypothesen  zu  demselben  Schlüsse.  Lässt  sich  nun  dieses  BeBoltat 
experimentell  prüfen? 

Man  kann  folgende  Untersuchung  anstellen: 

Wir  nehmen  einen  prismatischeu  Körper  und  belasten  ihn.  Wird 
er  nun  in  die  Länge  gezogen,  so  zieht  er  sich  seitlich  zusammen. 

Die  nun  anzustellenden  Beobachtungen  müssen  mit  der  ent- 
wickelten Formel  verglichen  werden. 

Sei  der  Stab  sehr  dünn.  In  Folge  der  Belastung  dehnt  sich  die 
Längeneinheit  um  s*  aus,  die  seitlichen  Zusammenzichungen  oder 
negativen  Dehnungen  sind  e"  und  e'".  Ueberall  in  dem  Körper  ent- 
steht nun  in  der  Längsrichtung  eine  Spannung,  eine  Hauptspannung, 
die  sich  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

Die  beiden  anderen  Spannungen  sind  verschwindend  klein,  und  es  ist 

77'"  =  0  =  k^'+  Kv. 
Hieraus  folgt 

^.(e"—  £«')  =  0,    (e"—  £"')  =-  0,    s"  =  £'". 
Dies  war  vorauszusehen. 
Wir  haben  daher 

0  «  ke"+Ko  =  ^V'+^(6'+e"+0  =  KB'+{k  +  2K)B'\ 
mithin 


^ 
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k 

Nach  Gauchy  und  Poisson  ist  ^  =  ä  >  ^^^^  9  =  ^^* 
Nach  Wertheim  hingegen  ist  K=k^  also  (2[  =  fiE;. 

2)  Nehmen  wir  an,  sowohl  in  der  Längenrichtung  als  in  der 
Breitonrichtong  wirke  eine  Kraft  P^.  Dann  wird  der  Körper  in  der 
Höhenrichtung  eine  Contraction  erleiden.    Wir  hahen  dann: 

n'  =  Pg  —  ks'+Ev ;     22"=  P^  =  ke^'+Kv  •,     n"*—  0  —  k^+Kv. 

Daraus  ergibt  sich 

2Pi  =  Ä:(6'+c"+«*)  +  3Ät^  =  (ifc+3ir>, 

Um  hier  dasselbe  b'  hcrvorzubnugon  wie  im  ersten  Falle  moss  also 
der  Wert  der  beiden  P^  grösser  sein  als  der  des  dortigen  Pj. 

Dadurch,  dass  nach  zwei  Dimensionen  Kräfte  wirken,  dass  zur 
Spannung  in  der  Längsrichtung  noch  eine  seitliche  Spannung  hinzu- 
kommt, wird  die  Dehnung  in  der  Längsrichtung  erschwert 

3)  Wirken  nach  allen  drei  Dimensionen  drei  gleiche  Kräfte  Pg, 
wie  das  der  Fall  ist,  wenn  der  Körper  sich  in  comprimirtem  Wasser 
befindet,  so  ist 

W=^  P^=:^  kB'+  Kv ;     22"  =  P3  =  ^'£"4-  Kv  ;     22'"  =  P3  =  ^6'*+  Kv, 
Addirt  man,  so  kommt 

3P3  =  k{B'+B*'+B'")+^Kv  =  (ifc+3X)r. 
Demgemäss  haben  wir 

P3  ==  kt'-^^Kv  =  kB'+K.j~^, 

also 

k  k4-^K  ,  , 

"^  —k-^^K'^^'     ^3—       k      '^^' 

Die  Dehnung  nach  der  Längsrichtung  ist  also  noch  mehr  erschwert 

Um  in  allen  drei  Fällen  dieselbe  Dehnung  e'  nach  der  Längs- 
richtung hervorzubringen,  muss  also  sein 


oder 
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Endlich  ist  die  z  ComponeDte 

Diesen  Molekularkräften  mass  die  äussere  Kraft  das  Gleichgewicht 
halten  für  den  Zustand  der  Ruhe.  Sie  ist,  wie  wir  annehmen,  dem 
Massenteilchen  proportional.  Auf  die  Masseneinheit  bezogen  geien 
ihre  Compouenten  X,  Y,  Z.  Das  Volumen  des  ParaJlelepipeds  ist 
dxdyöz^  seine  Dichtigkeit  sei  g.    Dann  hat  mau 

dA  .   SF  .   dE  ,      ^      ^ 

^  +  8^  +  ä7  +  ^^^^- 
Ebenso 

dF  ,    dB  ,   dD  , 

14)  <  ^  +  ^  +  8^+^^=^ 

und 

dE  ,   BD  ,   de  ,     ^      ^ 

Flüssige  und  luftförmige  Körper  können  wir  ebenfalls  als  ela- 
stische Körper  betrachten,  nur  haben  wir  hier  noch  eine  gewisse 
Vereinfachung.  Der  Druck  ist  nach  allen  Richtungen  gleich,  und 
zudem  die  Spannung  auf  allen  Ebenen  senkrecht.  In  diesen  Fällen 
wird  />  =  /;  =  F  =  0 ;  dies  drückt  nämlich  aus,  dass  die  Kraft  auf 
den  betreffenden  Ebenen  senkrecht  ist.  Ferner  wird  ^  =  B  =  C««=  —  P, 
indem  P  den  Druck  bedeutet.  (Zug  =  positive  Spannung,  Dmck  « 
negative  Spannung).  Dadurch  werden  für  diese  Fälle  unsere  obigen 
Gleichungen : 

dP  dP  dp 

Dies  sind  die  drei  hydrostatischen  Gleichungen,  welche  Anwendung 
finden,  wenn  eine  äussere  Kraft  auf  eine  Flüssigkeit  wirkt  Nehmen 
wir  z.  B.  an,  jene  äussere  Kraft  sei  die  Schwerkraft  und  wirke  nach 
Richtung  der  z  Axe,  so  ist 

^•  =  0,    y=o,   Z  =  P. 

Also  sind  die  Gleichgewichtsgleichungen: 

dp      ^         dP      ^         dp 

dx  "^  ^'         dy  ^  ^'         dz   ^  ^^- 


w^ 
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Wir   setzen  nun  in  Gl.  14)  die  früher  in  Gl.  11)  gefundenen  Werte 
für  A,  B,  C,  D,  E,  F  ein.    Wir  hatten: 

Mithin  kommt 


*> 


dx 


Addiren  wir  diese  drei  Gleichungen,  so  kommt 

dA  ,  dF  ,  dE       k  (dH  ,  dH  ,  dH' 


Nun  ist 


,^FdE_k(dHdHBH\ 

"^  2  V8a;^"^8a;ay"^öxa2;  "^  ^  dx' 

km    shi    dK\_k  im   sn  di\ 

2  \8«^"^8a;8y"*"aaj8«/  "~  2  "  8a;  \8a;  "^  8y  "^  82/ 


k    öv 
und  nach  Gl.  12)  =  -  .  ^ 

Daher  erhalten  wir 


8F   aK__^/a^j    o^j    8^t\     ^  at;       81; 

"*"82^'+'8^   -~2\dx^'^dy^'^dzy^2   Bx'^^dx 


Ebenso  können  wir  ableiten: 


BF  .  dB  .  dD       klBH  .  9*«  .  dH\    .   k  dt^   .    __dv 
und 


8x  +ay  +8ü  ~  2  Va«*'*' V^8^V  '''2    82+  ^Bz 
Setzen  wir  dies  in  die  61. 14)  ein,  nnd  dividiren  durch  n,  so  kommt 

2q  Vax*'T'ay''+aW  "*"    2^     8x  "'"^  °"  " 

1^>  i         2p  W  +  ay»»  +8?  j  +  -"2^  ■dy'^^'=^ 

k  m  .  hK      a^n    I    k+2K  Bv 

2g  {Sx*"^ dy^~^ Sz»)  +      2p       8^  "*■  ^  ~  " 

Aus  diesen  Gleichgewichtsgleichangen  kann  man  nnn  die  Bewegnngs- 
gleichnngen  fttr  elastische  Schvingnngen  ableiten.  Wir  haben  nach 
Gl.  14): 

T«U  LXTl. 


1 
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Dieser  Ausdruck  stellt  die  gesammte  Kraft  dar,  die  die  einzelnen 
Moleküle  nach  der  x  Richtung  zu  verschieben  sucht;  wir  denken  uns, 
dass  sie  den  Mittelpunkt  des  Parallelepipeds  angreife.  Dieser  Aus- 
druck »  Null  gesetzt,  gibt  eine  Gleichung,  notwendig  fftr  das  Oleich- 
gewicht 

Nehmen  wir  nun  einmal  an,  jener  Ausdruck  sei  nicht  Null,  dann 
haben  wir  nicht  mehr  das  durch  Gl.  14)  ausgedrückte  Gleichgewicht, 
dann  tritt  Bewegung  ein.  Ist  obiger  Wert  «  U^  so  liefern  ans  die 
Fundamentalgleichungen  für  die  Bewegung  die  Relation 

fiiÄ-j  =  17,   wo   m  =^  Q.öxdyöz   ist 

X,  y,  z  sind  die  Coordinaten  irgend  eines  bewegten  Punktes  zur  Zeit  t. 
Im  ursprünglichen  Zustande  hatte  dieser  Punkt  M  die  Coordinaten 

Xq  =  X  —  S,      y^=^y—ri,      Äo  =  «  — f. 

Sonach  ist  auch 

«•=a^o+Ji   y^yo+n^   2==«o+t. 

^0)  ^0)  ^  s^^d  ^^^  ^  unabhängig,  aber  $,  17,  i  ändern  sich  mit  der 
Zeit    Daher  ist 

H__dx      Bj]        dy      dt       Sz       a«f       Bh: 

Bt  '~'Bt'    Bt  ^  Bt      Bt  ^  Bt  •     Bt^  ^  Bt^  ^^^' 

B^x 
Aus  der  Relation  tuk^  =^  U  erhalten  wir  nun 

p.daj^^ds.p  =  \^  -{-  ^  +  ^Yx6yöz-{-XQ,6xdydz 


oder 

(BA  ^   BF  ^   BK\  ^      ^ 


(BA      BF      BK\  BH 

\Bi+By+'Bl)'^^^-^ 


B^y  Bh 

Ebenso  folgen  aus  m^  =  U^  und  m^  =  U^^  die  Gleichungen 

ÖF      a^       ap  Bhi 

Bx  +By'^Bz  +^^-  ^Bt^' 
und 

BE  .   BD  .   BC  .      ^         B^t 

Setzen  wir  nun  für  A^  B^  C\  7),  E,  F  wieder  ihre  früheren  Werte 
ein,  und  dividircn  durch  p,  so  erhalten  wir 


1 
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Wir  haben  nnr  Spanuungen  (A)  zu  betrachten,  die  zum  Quer- 
schnitte senkrecht  sind. 

Ans  unserer  frühereu  Gleichung 


erhalten  wir  also  die  vereinfachte  Gleichung 

1   SA  ^^ 

Steht  der  Stab  vcrtical,  versetzt  man  ihn  durch  eine  momentane 
äussere  Kraft  in  Schwingungen,  so  bleibt  als  beständige  äussere  S[raft 
noch  die  Schwerkraft  übrig;  dann  bedeutet  also  X  die  Schwerkraft, 
und  diese  ist  dann  einigermassen  von  £influs8.  Bei  horizontaler  Lage 
des  Stabes  können  wir  die  Schwerkraft  ganz  unbedenklich  yemacfa- 
lässigen. 

Dann  wird  unsere  Gleichung  noch  einfacher: 

SH      1    BA 

wo 

es 

Hx 
zu  setzen  ist. 


A^'k  a^  +  Kv 


Wir  hatten  nun  früher  aus  den  Gleichungen 

W  «  0  =  ki'^-\-  Kv 
abgeleitet : 

oder 

kv  +  2Kv  =  ki\ 

also 

Dies  gibt,  da  «  ==  g    ist, 

k      a| 

'"''  k  +  2K'dx 
Sonach  erhalten  wir  für  A 

_   as       k  _  ai 


^ 
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die  Dehnung  x-  durch  e\  so  können  wir  dieses  Yerhältniss  anch 
schreiben  l:(l-f-«')- 

Eine  Zusammendrückung  entspricht  einem  negativen  Werte  von 

x-  oder  e . 

öx 

Um  diese  Dehnung  s'  hervorzubringen,  ist  eine  Kraft  erforderlicfa 
(P),  die  sich  bestimmt  durch  die  Gleichung 

P  «  qB\ 

wo  q  den  Elasticitätscoefficienten  bedeutet.  Hier  ist  P  bezogen  auf 
die  Einheit  des  Querschnitts.  Für  unseren  Stab  mit  dem  Querschnitt 
a  ist  die  Kraft 

erforderlich. 

Nachdem  die  Dehnung  erfolgt  ist,  streben  mit  einer  solchen  Enft 
die  Teilchen  Oj  und  o,^,  einander  zu  nähern  (oder  sich  von  einander 
zu  entfernen,  wenn  s'  negativ,  also  eine  Zusammendrückung  erfolgt 
war). 

Während  nun  bei  02  ^^^  ^^^  Kraft  aq^  eine  Zusammenziehung 

oder  mit  der  Kraft  —aq^-  eine  Dehnung  angestrebt  wird,  wirkt  bei 

04,  einem  um  öx  entfernten  Querschnitte,  dessen  ursprüngliche  (Koor- 
dinate x-\-dx  war,  eine  dehnende  Kraft  von  der  Grösse 

8g  .   8*1 


Die  Stellen  o^  und  04  wirken  nun  folgendermassen  auf  einander. 

O  " 

Ö2  zieht  mit  einer  Kraft  «50-  •  •  •  (U  nach  der  negativen    Rieh- 

Ä-  -f-  ^"2  ^^ )  °a^^  ^®^  positiven 
Richtung. 

Es  resultirt  demnach  eine  Kraft  a^n-^^a;,     die     das    Teilchen 
(01Ö2O3)  in  der  positiven  x  Richtung  zu  bewegen  sucht. 
Aus  unserer  Grundgleichung 

7ng-,   =    U 
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haben  wir  jetzt,  da  m  =  g.aöx  ist,  wo  q  die  Masse  der  Volumen- 
einheit,  nnd  a^o;  das  Volumen  des  Teilchens  bedeutet. 


mitbin 


Q.aöx^=  U=aq^^dx, 
dt*  ^  g'dx*' 


Dies  ist  die  schon  vorhin  erhaltene  Gleichung. 

Da  q  und  g  positive  Grössen  sind,  so  können  wir  setzen 


17) 


^«c« 


(wo  c  also  von  unserem  früheren  c  wohl  zu  unterscheiden  ist). 


In  Folge  dessen  wird  unsere  Gleichung 


18) 


dt* 


c\ 


Die  allgemeine  Auflösung  dieser  partiellen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  ist 

19)  I  =^f{x-'et)  +  F{x+ct), 

Sie  enthält  zwei  völlig  willkürliche  Functionen  /  und  F^  eine  mit 
dem  Argument  {x — et)  und  eine  mit  dem  Argument  {x-^-ct), 

Dass  diese  Lösung  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  18) 
genügt,  davon  kann  man  sich  leicht  durch  Differentüren  überzeugen. 
Man  erbfilt 

§ cf{x-ct)  +  cF\x+ct) 

8«f 

«  c*/\x  —  c<)  4-  (?F"{x  +  et) 


Also 


2  ^f\x^et)  +  F^{x  +  et) 
^^^^rix^et)+F'\x^et) 

8«^  82£ 

p'  =  e^(r\x-et)^F\x+et))  =  <^  ^^• 


Unseren  dünnen  prismatischen  Stab,  den  wir  gleichsam  als  gerade 
Linie  ansehen  können,  Hessen  wir  in  die  Richtung  der  x  Axe  fallen, 
und  erhielten  dann  die  obige  Beziehung  Gl.  19),  die  immer  gültig  ist, 


-^ 
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was  für  willkürliche  Fauctioncu  wir  auch  wählen  mögen.  Wir  wollen 
nun  eine  der  beiden  Functionen  specialisircn,  und  zwar  F=0  setzen. 

Dann  behalten  wir 

Der  Punkt  x  hat  zur  Zeit  t  eine  gewisse  Yerschiebang  £ ;   zur 
Zeit  t'  hat  ein  anderer  Punkt  x'  die  Verschiebung 

Wählen  wir  nun  den  Punkt  x'  so,  dass  die  Gleichung  stattfindet 

80  wird 

fj  ^f(x'-\-ct''-ct  —  ct')  ^f{x  —  ct)  —  £; 

d.  h.  zur  Zeit  *'  findet  am  Punkte  x'  dieselbe  Verschiebung  statt, 
wie  zur  Zeit  t  am  Punkte  x.  Während  der  Zeit  {t'—t)  hat  sich  also 
der  Zustand  des  Punktes  x  um  (x'^x)  vß.  der  positiven  x  Riditang 

W  ~~"  X 

fortgepflanzt,  wobei     ,  -^  =  c  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist. 

Mit  derselben  Geschwindigkeit  pflanzt  sich  der  Verschicbungszustand 
eines  jeden  Punktes  in  der  positiven  x  Richtung  fort;  d.  i.  das  ganze 
Verschiebungssystem  wandert  mit  der  Geschwindigkeit  e  auf  dem 
ganzen  Stabe  (dies  ist  das,  was  bei  der  Fortpflanzung  des  Schalles 
stattfindet). 

Nehmen  wir  nun  einmal  an  f  sei  =  0;  dann  kommt 

i  =  Fix  +  ct), 

Setzen    wir    x-^ct'=  x-{~ct^    also    x  =- x  —  c(t'—t)^     mithin 

X  ^"*  X 

c  =  —  —, — -  ,  so  wird 

i^  =  F{x'+ct')  =  F(x  +  ct)  =  g ; 

d.  h.  um  die  Zeit  t'  befindet  sich  der  Stab  bei  ar'  in  demselben  Zu- 
stande, wie  zur  Zeit  t  bei  a:;  hier  fällt  nun  in  die  Augen,  dass  die 
Vorschiebung  unverändert  mit  der  Geschwindigkeit  c  auf  dem  Stabe 
nach  rückwärts  wandert. 

Haben  wir  nun 

V 


i^f(x-ct)+F(x  +  ct), 


SO  können  wir  $  =  li+s«  setzen,  d.  h.  |  in  zwei  solche  Teile  l^  und 
I2  zerlegen,  dass 

S^  ^  f(x-\-ct)    und    S2  =  F(x-\'Ct)    ist. 
Hiernach  ist  klar,   dass   die  Verschiebung,  die  auf  dem  Stabe 
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heit  in  der  Läugsrichtung  des  Stabes,  mit  ,--  iMillimcter   in   einer 

darauf  senkrechten  Richtung.     (Die  Unterscheidung  von  k,  und  k^ 
gewährt   eine   gewisse   Uebersichtlichkeit).     Auf  die  FlächeaeiDheit 

r-^  Quadratmillimeter  bezogen  wird   dann  der  Elasticitätscoefficient 

19300  ^., 
q  =  -j~^-  Kilogramm. 

Wird  durch  das  Gewicht  p  die  Längeneinheit  um  6  aasgedehnt, 
so  ist  die  neue  Länge  l^  =  1(1 '\- 8)  und  p  ^^  q.8. 

Wäre  es  möglich,  dass  d  =«  1  werden  könnte,  so  wOrde  das  ent- 
sprechende p  =  q.l  =>  q  sein.  Demnach  kann  man  den  Elasticitäts- 
coefficienten  q  auch  als  die  Kraft  bezeichnen,  welche  in  dem  erwfthnten 
(in  der  Wirklichkeit  unmöglichen,  aber)  als  möglich  gedachten  Falle 
die  Dehnung  d  =»  1  hervorbringen  würde. 

Ein  Kubikcontimenter  Wasser  (im  Maximum  der  Dichtigkeit  M 
4^  C.)  hat  das  Gewicht  eines  Grammes;  also  wiegt 

1  Kubikmillimeter  Wasser  =  j^  Gr.  =  tks^qs  Kilogrm. 

Also  wiegt  die  Volumeneinheit  Wasser  oder 

r^-— ,—  Kubikmillimeter  Wasser  =  T?:rj?nn~~T~  Kilogrm. 

Die  Masse  von  der  Volumeneinheit  Wasser  ist  somit  gleich 

1 1  *) 

W\k^.kJ.g  ~  10«. it^.V. 9,809' 

(Es  kann  k^  -=  l\,  einen  solchen  speciellen  Wert  haben,  dass  diese 
Masse  der  Volumeinheit  Wasser  auch  «  1  wird). 

Stahl  hat  nun  das  specifische  Gewicht  7,72;  somit  ist  dio  Masse 
der  Volumeneiuhcit  Stahl 

7  J2 

^  ""IOXäj^.V. 9,809' 

wo  g  =  9^^,809  =  9809"°^  die  Fallgeschwindigkeit  bedeutet 


Führen  wir  nun,  wie  es  hier  noch  nötig  ist,   in  g  als  Längen- 
-  Millimeter  (und  nicht  - 


einheit    -  Millimeter  (und  nicht  —  Millimeter,  als  der  Verschiebung 


*)  Die  Anordnung  könnte  exiictcr  sein. 
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Ein  Punkt  x  hat  zu  zwei  verschiedenen  Zeiten  t  und  t'  die  retp. 
Verschiebungen 

l^t  =f{z-ct)'\-F{x+  et)    und 

it'  =f{x  —  et')  4-  F(x  +  et'). 
Setzen  wir  nun  «'=  «  +  t,  und  bestimmen  wir  ferner  r  so,  dass 

dt'—  t)  =  CT  «  2^ 

so  kommt 

If  =f{x--ct  —  cx)'{-F(x-\-et-\-cx) 

=  f{x'-et—2l)+F{x+et+2l) 

=  /(«  —  (?«)  +  F(aj  +  cO  =  f  <. 

Zur  Zeit  *'=  «-f-r  ist  also  die  Verschiebung  des  Punktes  x  die- 
selbe wie  zur  Zeit  t, 

21  l 

Die  Schwingungsdauer  r  ist  demnach  »  — ,  und  da  -    die   Zeit 

c  c 

bedeutet,  in  welcher  der  Schall  sich  um  die  Strecke  l  fortpflanzt,  so 

2/ 
ist    T  ==  -    die  Zeit,  die  der  Schall  gebraucht,  um  (die  Strecke  l) 

c 

den  ganzen  Stab  hin  und  zurück  zu  durchlaufen.     Bedeutet  u  die 
Anzahl  der  Schwingungen  in  der  Zeiteinheit,  so  ist 


20) 


1        c 
'*  -^  T        21 

Ferner  ist  noch 

r-2Z.-  -  21.  l/^ 
e                f    q 

und 

1      1  lA 

Dies  also  findet  statt,  wenn  der  Stab  an  beiden  Enden  fest  ist. 

2)  Nehmen  wir  jetzt  den  Fall,  wo  beide  Endpunkte  des  Stabes 
frei  sind. 

An  den  freien  Enden  des  Stabes  findet  nun  wohl  Verschiebung, 
aber,  da  sich  dort  kein  Widerstand  vorfindet,  keine  Spannung,  keine 
Dehnung  statt. 

Die  Grenzbcstimraungen  lauten  demnach  (für  alle  Zeiten  t) 

-  =0    und 

^^  (x=0) 

?        =0. 
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K-   bedeatet  bekaimtlich   die   „vorhältnissmüssige  Dehuuug^^   in   der 
Längsrichtang.    Man  erhält  nun  leicht 

also 

OX  (aj-o) 

und 

OX  (/-a;) 

Diese  Gleichungen  entsprechen  /'  und  F'  in  derselben  Weise, 
wie  früher  im  Falle  1)  die  beiden  Gleichungen /(—<rf) -f-^C+^O  =  0 
und  /(l—ct)-\-F(l-{'Ct)  =  0  den  Functionen  /  und  F  entsprachon. 
So  sind  nun  /'  und  F'  für  alle  Werte  bestimmt,  deren  Argumente 
hier  vorkommen  können,  so  bald  sie  nur  und  ihre  Derivirten  für  die 
Argumente  zwischen  0  und  l  bekannt  sind.  Die  Functionen  f'  und 
F"  sind  zudem  periodisch,  und  die  Dauer  einer  solchen  um  2/  perio- 

21 
dischen  Schwingung  ist  wieder  r  =  - .    Also  Dehnung  und  Zusammen- 

drflckung,  dargestellt  durch 

^^=r(x^ct)+F'(x+ct), 

sind  periodisch.  Desgleichen  ist  auch  die  Geschwindigkeit  der  Ver- 
schiebungen periodisch,  da 

^  =  — cAx— eO  +  cjP'(a;+cO 

aas  zwei  um  2/  periodischen  Teilen  besteht.  Der  Unterschied  zwischen 
diesem  und  dem  ersten  Falle  besteht  darin,  dass  dort  die  Function 
selbst^  hier  ihre  Ableitungen  nach  x  gegeben  sind. 

Wie  steht  es  nun  mit  der  Function  £  selbst? 

Die  Gleichung 

^^f(x^ct)  +  F(x+ct) 

zeigt,  dass  nur  solche  Functionen  von  x  und  t  für  4  zulässig  sind, 
in  welchen  x  und  t  so  vorkommen,  dass  die  Function  eben  geteilt 
werden  kann  in  2  Teile,  einen  mit  dem  Argument  (x  —  ct),  einen  mit 
dem  Argument  (x-^-ct).  Eine  Potenz  (/»•)  von  t  würde  Glieder  von 
der  Form  (x — ct)'^.(x-\-ci)'^^^,h  enthalten,  wo  also  die  fraglichen 
Argumente  (x  —  et)  und  (x-^ct)  von  einander  untrennbar  wären  Cfür 
A  «B  1  ausgenommen).    Zu  einer  solchen  Potenz  /"  müssten  also  noch 
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Glieder  fiQX*',  h^x^'-\  h^x''-'^t\  .  .  .  hiuzutrcteii,  um  Functionen  der 
verlangtcu  Art  bilden  zu  können.    Hat  man  Functionen 

li  =/i(^~^0  +  ^i(«+^0,    «s=-/sj(^— öO  +  i^2(*4-^X  etc.  etc. 
so  ist  z.  B. 

wieder  eine  Function  der  verlangten  Art. 

Im  Falle  1)  war  F(+2)  =— /(— a),  also 

F(x4-cO  =  — /(— a;— cO  «  — /(2Z  — »  — rf). 
Setzen  wir  dort  2/  — a:  =  arj,  so  dass  as+a^i  =*  2Z,  so  wird 

T        l 

(Zu  einer  um  5  ==•  -  späteren  Zeit  ist  (für  dasselbe  x) 

woraus  durchaus  nicht  folgt,  dass  zu  zwei  um  zy  entfernten  Zeiten 
die  Vcrschiebnugcn  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  hätten). 

Schreiben  wir  e  =/+/>'=/i+/ii  +  -f\+-'^»  so: 

-       \f,         .,    I   h.{x  —  ct)-\  ix—ci) 

5  =  [fix- et)  + ^-J  -  A  .   ■  2— 

ilrrf     1     ,^       hAx  +  et)l  (x  +  ct) 

+  [^(=^ +«') 17"  'J  +  *  •  ~27~'' 

SO  ist  5  in  der  in  1)  erklärten  Art  periodisch. 

X  *~~~  et  (x  "T^  et) 

Die  beiden  Teile /^  und  K  «— -  A.— ir--  +  Ä  . — ^ «  ht  be- 
zeichnen eine  in  der  x  Richtung  erfolgende  (für  alle  Punkte  gleiche) 
Translation. 

Die  Teile  /j  und  F^  stellen  deshalb  keine  periodische  Verschie- 
bung wie  in  1)  dar,  indem  hier  die  mit  der  Geschwindigkeit  k  erfol- 
gende Translation  allemal  in  derselben  Weise  von  den  Functionen/ 
und  F  abgezogen  ist  (bei  positiven  und  negativen  Werten  derselben). 

Im  Falle  1)  sind  au  die  Functionen  ^  selbst  die  Bedingungen 
geknüpft,  für  x  ==  0  sowohl  als  für  x  =  l  solle  |  =  0  sein.  Ver- 
schiedene Combinatiouen  von  zwei  Functionen  /'  und  F  können  die- 
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für  alle  Pankto  und  alle  Zoiteo  am  eine  Constante  vergrOssert  Aber 
die  Dehnung  und  Zusammendrückung  ist,  wie  es  sein  muss,  in  den 
Fällen  §=/+Fuud  1=/+-'^+**  unverändert  dieselbe. 

Für  uns  ist  die  Poriodicität  der  Bewegungen  wichtig.  Nimmt 
man  zwei  gleich  lange  Glasröhren,  die  aber  verschiedene  Dicken  ha- 
ben können y  und  reibt  sie  mit  einem  Tuche,  so  hört  man  denselben 
Ton  (vorausgesetzt,  dass  sie  aus  derselben  Glassubstanz  bestehen). 

Dies  kommt  daher,  dass  in  der  Formel  »*  =  ö/  r^      ^^  Dicke  nicht 

vorkommt.  Also  ist  die  Schwingungszahl  und  die  davon  abhängige 
Tonhöhe  für  beide  Stäbe  dieselbe. 

Nimmt  man  aber  zwei  Glasröhren,  von  denen  die  eine  doppelt 
so  lang  ist  wie  die  andere,  so  gibt  die  kürzere  einen  Ton,  der  die 
Octavc  dos  Tones  ist,  den  die  längere  gibt.    Dann  ist 

also 

^=^1;'  =  *^'    ">  =  2u,..    da    l,,^2l,    ist. 

Da  c  =^  2n.l  ist,  so  kann  man  diese  Formel  zur  Bestimmung 
von  c  benutzen.  Das  l  kann  man  messen,  das  n  ist  durch  die  Ton- 
höhe leicht  zu  bestimmen.  Auf  diese  Weise  fand  Wertheim  die 
Schallgeschwindigkeit  c 

für  Blei  (gezogen,  nicht  gegossen) 4,3 

wenn  sie  für  Luft  := 1    ist. 

Für  Zinn 7,5 

„    Zink 11,0 

„    Kupfer 11,2 

„    Eisen  und  Stahl 15,1 

welches  Letztere  sehr  gut  mit  unserem  frQher 
erhaltenen  Resultat  c  =  14,87  übereinstimmt 

„    Glas 16 

„    Fichte 10,0 

„    Eiche 11,6 

„    Tanne 14 

„    Rottanne 11,0 

„    Weisstanne 11,8 

Dass  wir  für  Eisen  und  Tanne  beinahe  dasselbe  c  =  1/  ?  haben, 

rührt  daher,  dass  bei  Eisen  das  q  und  q  fast  in  demselben  Verhält- 
nisse grösser  sind,  wie  bei  der  Tanne. 
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Auf  diesem  Wege  kann  man  nun  weiter  auch  den  Elasticitäts- 
coefficienten  bestimmen,  wie  dies  vielfach  angewandt  worden  ist. 

Statt  der  früheren  Formel 

p  ^=!  qS    oder    (?  *=  * 
bedient  man  sich  dann  der  Formel 


-n 


oder    c^  =  -»    oder    q  =  Q,c^. 
Q  Q 


Ist  c  bekannt,  so  findet  man  dann  leicht  q. 

Dieser  zweite  Fall  kommt  am  häufigsten  vor. 

3)  Jetzt  kommt  der  dritte  Fall,  wo  das  eine  Ende  des  Stabes 
fest,  das  andere  frei  ist. 

Ist  der  Stab  am  Ende  x  =  0  befestigt, 
am  Ende  x  =  l  frei, 
so  hat  man  die  Grenzbedingungen: 


a? 


J  («=0)  =  0    und    'e,"-         =  0. 

^         '  OX  {xzzl) 

Also 

/(—  et)  +  F(+  et)  =»  0    und 

wo  et  nur  positive  Werte  hat. 

Setzen  wir  et  =  z^  so  kommt  statt  dessen 

f(-z)  +  F(+z)^0, 
f^il-z)  +  F'(l+z)^0, 

Letztere  Gleichung  integrirt,  gibt 

^f(l^z)+Fil+z)^a 

Aehnlich,  wie  im  ersten  Falle,  findet  man  jetzt,  dass  die  Func- 
tionen f  und  ?  für  sämmtliche,  ihnen  zukommende  Argumente  be- 
kannt sind,  sobald  sie  für  die  zwischen  0  und  /  liegenden  Argumente 
bekannt  sind.  Zudem  sind  die  Verschiebungen  hier  auch  periodisch. 
Man  hat  nämlich 

y)    f{-'A-2l)^-'F{A+2l)  ==  ^ F(l+(A+l)) C--f{l-{A+l)) 

=  -./-(-^)-c. 

6)    F(B  +  2l)  «  F(l+{B-\-l))  =  C+f(l-(B+l))  =  C+f(-B) 
Daher  hat  man  Folgendes: 

13* 
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Für  den  Punkt  x  ist  zur  Zeit  t 

St  «  f(x—ct)  +  F{x+ct), 

Für  denselben  Punkt  ist  zur  Zeit  t^  ^  t-^x 

1/^  z=:f{x—Ct  —  CT) -j- F(X  +  Ct-^-CX). 

Setzen  wir  ex  =»  2/,  so  wird 

«-— /(«— rt)  — C— F(«+<7f)  +  C  (nach  y)  und  d)) 

Ein  Teilchen,  das  zur  Zeit  t  nach  der  positiven  Richtung  ver- 

21 
schoben  war,  ist  nach  der  Zeit  r  =«   -  d.  i.  zur  t^  =  *-|-t  um  eben- 

C 

soviel  also  nach  der  negativen  Richtung  hin  verschoben.    So  hat  man 

1/  =  —  £<+T  =  S/+2r  =  —  f<+Sr  =  l*+4r  =  .   .   . 

Nach  der  Zeit  2t  beündeu  sich  alle  Teilchen  wieder  in  dem- 
selben Zustande.  liier  hat  man  also  dasselbe  wie  früher,  nur  dass 
hier  die  Dauer  einer  Schwiugungsperiode  =>  2t  ist,  also  das  Doppelte 
beträgt,  wie  bei  einem  Stabe,  der  an  beiden  Enden  frei  ist. 

Die  Anzahl  n  der  Schwingungen  in  der  Zeiteinheit  ist,  da 

*'    .4^J/?    ist. 


2t  =  r  = 

c 


21) 


hier    »  =  4V''  =  iiKj' 
also  halb  so  gross,  wie  in  den  beiden  früheren  Fällen. 


Hat  man  zwei  gleich  lange  Stäbe  von  derselben  Beschafifenheit 
und  ist  der  eine  an  beiden  Enden  frei,  der  andere  am  einen  Ende 
fest,  am  anderen  frei,  so  gibt  der  letztere  einen  Ton,  der  die  tiefere 
Octave  des  Tones  des  anderen  ist. 

Hiermit  wissen  wir,  dass  die  Schwingungen  der  Stäbe  periodisch 
sind.  Ueber  den  Verlauf  derselben  wissen  wir  sonst  nichts;  sondern 
in  jedem  einzelnen  Falle  müssen  noch  nähere  Bestimmungen  z.  B. 
dos  Anfangszustandes  hinzukommen. 

Jetzt  betrachten  wir  einige  andere  Fälle. 

Wir  wissen,  dass  eine  Röhre,  die  mit  einer  Flüssigkeitssäale  oder 
mit  einer  Luftsäule  gefüllt  ist,  sich  ebenso  wie  ein  elastischer  Stab 
verhält.    Nur  hat  eben  das  c  hier  einen  ganz  anderen  Wert. 
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P 

F^q.fi    oder    -  =  (Z, 

WO  q  den  Elasticitätscoefücienten  für  die  betreffende  Flüssigkeit  be- 
deutet. 

Aus  der  Länge  /  wird  alsdann  1(1  —  fi).  Die  Zosammenärftck- 
barkeit  ist  experimentell  zn  bestimmen. 

Wie  verhält  sich's  mit  der  Dehnung? 

Wegen  der  Stetigkeit  der  Kräfte  müssen  wir  annehmen,  dass, 
wenn  Kräfte  von  einem  gewissen  Sinne  aus  durch  Null  hindnrch  im 
entgegengesetzten  Sinne  wirken,  dass  dann  die  sie  darstellende  Fanc- 
tion  continuirlich  bleibt;  und  demgemäss  haben  wir  die  negative 
Dehnung  oder  Zusammendrückung  absolut  gleich  der  (dnrch  dieselbe, 
nur  im  entgegengesetzten  Sinne  wirkenden,  Kraft  F  hervorgebrach- 
ten) positiven  Dehnung  zu  setzen. 

Um  einen  festen  Körper  oder  eine  Flüssigkeit  zu  comprimiren, 
ist  dieselbe  Kraft  erforderlich,  wie  umgekehrt,  um  die  gleich  grosse 
Ausdehnung  zu  bewirken  (nur  dass  die  Kraft  in  einem  anderen  Sinne 
zu  nehmen  ist).    Sonach  ist  in  unserem  jetzigen  Falle 

—  P=2(-  ^)  =  — g^ 

die  erforderliche  Zugkraft,  um  die  Ausdehnung  fi  zu  bewirken. 

p 
Da  nun  q=^  -    der   Elasticitätscoeftlcient    für   eine  Flüssigkeit 

ist,  so  haben  wir  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles 
in  derselben  

^'  =  K£ 22) 

WO  g  die  Masse  Flüssigkeit  in  der  Volumeneinheit  bezeichnet. 

Für  Wasser  ist  ft  =  0,0000476. 

1  Kubikcentimeter  Wasser  wiegt  1  Gramm,  1  Kubikmeter  Wasser 
also  1000 .  1000  Gramm  oder  1000  Kilogramm. 

Die    in    1    Kubikmeter    Wasser   enthaltene    Masse    ist    somit 

1000  1000 

=  Q  QQQ,   oder  eine  Kraft  ==  ö-ö^jö  Kilogr.  erteilt  einem  Kubikmeter 

Wasser  die  Beschleunigung  von  1  Meter. 

Auf  den   Quadratmeter  Flüssigkeitsobertläche   bezogen   ist   nun 

■IQQQO 

P  =»  10333  Kilogr.,   (also   auf  1  Quadratmeter  bez.)   q  «=»  Q/wy^yg 
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Fortpflanzung  des  Schalles  in  der  Luft 

Bezeichnen  wir  das  Volumen  eines  Loftquantums  mit  F,  die  Zu- 
sammeudrückung  mit  — d\\  dann   ist  die  verhältnissmässigo  Zasam- 

.     .                 SV 
mendrttckung  = ^^ 

Bezeichnen  wir  die  Druckänderung  mit  dp^  so  ist  die  Volamen- 
änderung  proportional  der  Druckäuderung,  und  sonacli 

dp  =  —  g  .  — 

(eine  Gleichung,  die  der  früheren  p  =  qö  analog  ist). 

q  ist  hier  dasselbe,  was  bei  festen  Körpern  der  ElasticitfttBcoef- 
ticient  ist. 

Wir  wollen  nun  statt  des  Volumens  die  Dichtigkeit   einfahren. 

Es  ist 

1 


also 


Also 


und 


9 

.^  dg      dV  dg 

dp  =  q.~ 

dp 
Unsere  Formel  für  die  Schallgeschwindigkeit  wird  hiernach 


H=l^'-l->/| 


Newton  wandte  nun  lediglich  das  Mariottc*scho  Gesetz  an,  näm- 
lich: 

p.K=p,.r„ 
oder  auch 

P  ^Pi        ^       Pi    ^ 

-  =        I  p   =   —   .  Q 

a     Qi  9i 

dp  «  ?-* ,  dg. 
9i 
Somit  ist 

dp        dg 

P   "    9 
oder 
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dg        g 
Setzt  man  dieseu  Wert  iu  die  Formel  für  c  eiu,  so  kommt : 


-Vi 


Dieses  Resultat  stimmte  nicht  mit  der  Erfahrung  ttberein  \  Laplacc 
fand  die  Ursache  dieser  Differenz.  Während  der  Compression  wird 
Wärme  erzeugt,  welche  wegen  der  grossen  Geschwindigkeit  der 
Schwingungen  nicht  so  schnell  an  die  Umgebung  abgegeben  werden 
kann;  während  der  Verdünnung  entsteht  wieder  Abkühlung.  Jene 
Erwärmung  bewirkt  Vermehrung  der  Elasticität,  und  somit  grössere 
Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung. 

Das  Mariotte'sche  Gesetz  gilt  eben  nur  für  constante  Tempe- 
ratoren. 


Hier  nun  also  hätte  Newton  statt 
setzen  müssen 

P.  ^  fv,Y 

Pi 


i  -  (!■)' 


wo  k  das  Verhältniss  der  beiden  specifischen  Wärmen  der  Luft,  resp. 
bei  constantem  Druck  und  bei  constantem  Volumen  bezeichnet. 

Hieraus  folgt 

Pi  ^  \qJ 

and 

^  kgk'ldg 

Beide  Gleichungen  durch  einander  dividirt,  kommt 

dp       k .  dg 

P  ^      9    ' 
also 

og  g 

Dies  eingesetzt,  erhält  man  das  correcte  Resultat  von  Laplace,  wel- 
cbes  sehr  gut  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt 


V-'  yf 


23) 

9 

{Zar  Bestimmung  von  c  ist  also  die  Kenntniss  von  k  erforderlich;. 
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Als  diese  Idee  einmal  ansgesprochou  war,  zweifelte  Niemand 
mehr  au  der  Richtigkeit  derselben. 

Umgekehrt  kann  mau  aus  obiger  Formel  und  den  Beobachtungen 
die  Grösse  k  auch  bestimmen.    Führen  wir  dies  einmal  aus. 

Der  Druck  der  Atmosphäre  aqf  den  Quadratmeter  bezogen  be- 
trägt 10333  Kilogr. 

Ein  Kubikdecimeter  oder  ein  Liter  Luft  (bei  0^  C.)  wiegt  1,293187 
Gramm,  also  wiegt  1  Kubikmeter  Luft  1,293187  Kilogramm. 

Also  ist  die  in  einem  Kubikmeter  enthaltene  Masse  Luft 

1,293187 
^  "■     9,809    ' 

Somit  kommt  nach  Newton's  Formel 

^       r   g       V     1,293187  ^"^• 

Experimentell  findet  mau  hingegen 

c  «  332»,5; 
und  da  dies  mit  der  Laplace'schen  Formel  übereinstimmen  mass 

yi.  [/^  =  332,5; 

mithin 

332,5  =  Vifc  .  280 
und 

ein  Resultat,  wclclies  sehr  gut  mit  dem  aus  der  mechanischen  Wärme- 
theorie erhaltenen  übereinstimmt. 

Welchen  Unterschied  macht  es  auf  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  Schalles,  wenn  ein  anderer  Druck,  eine  andere  Tempe- 
ratur stattfindet? 

Es  ist 

p.V=  R.7, 

wo  die  Constanto  R  sich  bestimmt  aus 


also 


o 

■Vo 

—  Rio, 

R  ■■ 

Po  1 0 
To 
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Betrachten  wir  einen  unendlich  scliraalen  Kegel,  der  in  der  Ruhe- 
lage die  Länge  r  hat;  dessen  Spitze  im  Ceutrnm  liegt,  und  dessen 
Basis  in  der  Kngelfläche  liegt,  die  =^  r^n  ist    Durch  die  Kagd- 

flächen,  deren  Radien  bezüglich  gleich  r — ^^    und  gleich  f+o"  sind, 

wird  jener  Kegel  und  seine  Verlängerung  in  zwei  FlftchenstQcken  ge- 
schnitten, welche  als  Grundflächen  zweier  Kegel  betrachtet  werden 
können,  die  mit  dem  ersten  Kegel  Spitze  und  Richtung  gemeinsam 
haben. 

In  einem  späteren  Momente  hat  die  Basis  des  ersten  E^els  eine 
Verschiebung  erlitten,  dann  ist  die  Länge  des  Kegels  =r-t-f,  wo 
«?  =  (p{r)  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  Verschiebung  in  der 
einen  Richtung  oder  in  der  entgegengesetzten  erfolgt  ist.  In  diesem 
selbigen  Momente  werden  die  Längen  der  beiden  anderen  Kegel  sein 

Sr  ,    .       dk    dr 

Der  Längenunterschied  dieser  beiden  Kegel,   der   ursprünglich 

==  dr  war,  ist  dann  also  ==  Sr  +  —  .  9r. 
'  '  Cr 

Das  Stückchen  dr  hat  sich  dann  also  gedehnt  im  Verhältnisse  von 


ar:8.(l  +  ^^)  =  l:l  +  g. 


Diese  Betrachtungen  sind  den  früheren  analog.    Jetzt  tritt  ein  Unter- 
schied ein. 

Um  das  Volumen  eines  Teilchens  zu  erhalten,  multipliciren  wir 
den  mittleren  Querschnitt  desselben  mit  seiner  Länge.  Wir  fahren 
den  körperlichen  Winkel  9(T  des  Kegels  ein  (da  das  Maass  des  kör- 
perlichen Winkels  überhaupt,  das  Flächenelement  für  den  Radius  1). 

Für  den  Kegel ,  dessen  Länge  im  Zustande  der  Ruhe  =  r  war, 
ist  das  Flächeustückchen  der  Basis  =r*.9(y,  folglich  das  Volumen 
des  Körperteilchens,  dass  im  Zustande  der  Ruhe  die  Differenz  der 
beiden  anderen  Kegel  war,  :=r^.d(5.dr.  Nach  der  Verschiebung  er- 
hält man  dafür  das  Volumen 


oder 


(r+c)^a(r.(l  +  |) 
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Die  Entwickelung  gibt,  wenn  wir  die  Verschiebung  so  klein  an- 
uebmcn,  dass  wir  blos  erste  Potenzen  derselben  zu  berücksichtigen 
brauchen 

Die  verhältnissmässige  Zunahme  des  Volumens  «  v  gesetzt,  ist  also 
Also 


V 


2 •  --j-  K- 
r  '    or 


25) 


Bei  unseren  früheren  Betrachtungen,  wo  nur  Dehnung  nach  einer 
Seite  (der  Längsrichtung  des  Stabes,  der  Röhre)  vorausgesetzt  wurde, 

war  V  =  2    oder  auch  =  o*  • 
ox  or 

Der  Druck,  unter  dem  die  Luft  sich  während  der  verschiedenen 
Schwingungsphasen  befindet,  ist  eine  Function  von  V  oder  auch  von 
Q  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze.    Es  ist. 


also 


und 


daher 


Nun  ist 


dp 

P 
9 

^Pi 
""  9i' 

p 

9 

'9 

dp 

9 

^Pi 
'  9i' 

9i 

dp 
-dg' 

9i 

Daher 


P 


Pl  == 


Pl  ^l'+g^CPi— P)- 
P  =  -^,    und    g,  =  -^y^- 


V 


V(l+v) 
da  V  sehr  klein  ist,  oder  auch  ^  —  g,v. 


V  V 

—  yr(l  —  «'+«'*—  •••)  =  —  y* 


"^ 
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Also 

Op  dp 

p,=p^y^.gv^p-^g^^,v. 

Hier  können  wir  p^  als  laufenden  Wert  der  Function  betrachten,  p 
als  einen  bestimmten  Wert  derselben,  dem  ein  bestimmter  Wert  von 
g  entspricht.  Dann  sind  in  der  letzten  Formel  nur  p^  und  v  als 
veränderlich  zu  betrachten. 

Jetzt  kommt  es  darauf  an,  die  bewegende  Kraft  zu  suchen. 

Denken  wir  uns  wieder  einen  unendlich  schmalen  Erciskegel  mit 
der  Winkelöffnung  da. 

Für  die  Ruhelage  sei  seine  Länge  =r,  also  seine  Basis  «r'.dtf. 
Fügt  man  seiner  Länge  ein  Stück  dr  hinzu,  so  entsteht  ein  nener 
Kegel,  dessen  Basis  «=  (r-\-ör)^,dc  ist.  Die  Differenz  dieser  beiden 
Kegel  ist  ein  Körperteilchen,  ein  abgestumpfter  Kegel,  auf  dessen 
gesammte  Oberfläche,  wenn  es  eine  Verschiebung  erlitten  hat,  Kräfte 
wirken,  die  es  in  seine  Ruhelage  zurückzuführen  streben. 

Der  Druck  /ij,  der  an  irgend  einer  Stelle  des  Raumes  stattfindet, 
ist  offenbar  eine  P'unction  von  r;  (da  p^  eine  Function  von  v  ist,  so 
ist  auch  r  eine  Function  von  r,  und  umgekehrt). 

In  Folge  der  Verschiebung  ^  wird  aus  r  offenbar  (r+^,  also 
aus  r^?a  wird  (r-\-^yBa.  Auf  dem  die  dem  Anfangspunkte  (Cen- 
trum) zugewandte  Grundfläche  jenes  abgestumpften  Kegels  wirkt,  auf 
die  Flächeneinheit  bezogen,  ein  Druck  pj,  der  das  Teilchen  in  der 
Richtung  des  Radius  zu  verschieben  sucht. 

Da  die  Grösse  dieser  Basis  =  (r-\'^^dc  ist,  so  ist  die  auf  sie 
wirkende  Gesammtkraft  gleich 

Pt.(r+^^da. 

Die  gegenüber  liogeude  Basis  des  abgestumpften  Kegels  hat  nun  eben- 
falls eine  Verschiebung  erlitten.    Aus  (r-^ör)  ist  geworden  die  Länge 

(r-\~ör-\-^-{'^.ör)',  also   ist  die   Grösse  jener  Basis  nach  der  Ver- 
schiebung gleich 

Ihre  Eutfenmng  von  der  ersten  Basis  beträgt  ör-^-J^.dr,  also  wirkt 

hier,  auf  die  Flächeneinheit  bezogen,  die  Kraft  pj-f-  n^(^r+  ^  6r) 
oder,  mit  Vernachlässigung  eines  sehr   kleinen   Gliedes,  der  Druck 
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den   Kräfte  verschwindcu ,  und  nur  ihre  in  der  Richtung  der  Axe 
selbst  wirkenden  Bestandteile  in  Betracht  kommen. 

Die  Summe  dieser  Bestandteile  ist  gleich  der  auf  den  Mantel  des 
Kegclteilchens  Ton  allen  Seiten  her  wirkenden  Gesammtkraft,  molti- 
plicirt  mit  c. 

Fttr  diese  Gesammtkraft  selbst  nehmen  wir  nur  ihren  mittleren 
Wert  an. 

An  den  Enden  des  abgestumpften  Kegels,    die  resp.  um  (r-|-£) 

und  (r-f-£+^*'+  3-^)  vom  Centrum  abstehen,  hat  der  Druck  (auf 

du« 

die  Flächeneinheit  bezogen),  bezüglich  die  Werte  p^  und  jPi+^-*'f 

Of*        oc  vir 

also  hat  er  (in  der  Entfernung  (r+f+s-  +  g-j-)  vom  Centrum)  den 

mittleren  Wert  l^i  +  "£r '  2  ' 

Diesen  Wert  haben  wir  mit  dem  Werte  des  Mantels  unseres 
Kegelteilchens  zu  multipliciren ,  um  die  eben  bezeichnete  Gesammt- 
kraft zu  finden. 

Die  Seitenlinie  unseres  abgestumpften  Kegels  hat  nun  den  Wert 

Die  Radien  seiner  Grudflächen  haben  die  Werte  (r+|).f  und 
(r-f|  +  5r-fg-  Sr)s\  also  ist  der  mittlere  Radius  =  (r+ J  + 
dr       d^    ör 

Sonach  ist  der  Mantel  des  Kegelteilchens  gleich 

dt  ör  .    di   ör      ^ 

oder  mit  Weglassung  höherer  Potenzen  gleich 

ör(r+S)(l  +  f^).2sn. 
Die  auf  den  Mantel  wirkende  Gesammtkraft  ist  somit  absolut 
(2',+|*-2-^(r4-2)(H-|).<Jr.2e«, 
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oder  mit  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  gleich 

2pi(r+J)(l+|^).dr.£;r, 

Uni  die  Snmme  der  „der  Axe  des  Kegels  parallelen"  Bestaiuiteie 
der  seitlich  wirkenden  Kräfte  zu  erhalten,  haben  wir  dies  noch  mit 
c  zu  multipliciren.    Dann  kommt 

oder 


z^n 


2j>i.(r+4)(l+g^)(yr.8a. 


Addiren  wir  nun  die  drei  Componenten,  die  resp.  auf  die  beiden 
Grundflächen  und  den  Mantel  unseres  Körperteilchens  nach  Richtung 
der  Axe  desselben  wirken,  so  kommt 

Hier  hebt  sich  nun  fast  Alles  auf,  und  als  Kraft  die  das  Körpor- 
teilcben  in  der  Richtung  des  Radius  zu  verschieben  sucht,  bleibt  nur 


U 


(r+i)*!^ 


.  dr .  3(r 


« 


--^i^+fj'-i^-^-^- 


Da  -  (namentlich  in  einem  beträchtlichen  Abstände  r  vom  An- 

T 

fangspunkte)  sehr  klein  ist,  und  gegen  1)  vernachlässigt  werden  kann, 
so  erhalten  wir  einfacher 


U 


.2 


.  ör .  8<F. 


Wir  hatten  nun  oben  eine  Gleichung  abgeleitet 

8pi 

in  welcher  nur  p^  und  v  veränderlich   sind.    Demnach  kommt  nach 

Differentiation  nach  r 

8pi  dp   dv 

und  dies  substituirt,  kommt 

TeU  LXYI. 
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TT  2    ^     ^^'    A      a^ 

Das  Volumen  unseres  Kegelteilchens  V  ist  nun  gleich 

oder  mit  Vernachlässigung  (der  geringen  Dehnung)  und  sehr  kleiner 
Grösse  gleich  r^örda-,  also  seine  Masse 

Snbstituiren  wir  dies  Alles  in  die  Bowcgungsgleichung 

so  kommt 

S«'*  p.r*dr8a  8p  *  8r 

Durch  Differentiation  kommt 

Erstere  Gleichung  mit  2,  letztere  mit  r  multiplicirt ,  dann  beide  ad- 
dirt,  erhalten  wir 


8« 


{^+4)-m+'^) 


Nun  ist  (nach  25)) 

Femer  ist  ^        ^  «o 

dv  ,        d^v       dv      dv  dhß 

^•8;^+'"-87'^  ^8»^ "•"8r "*"*'•  8r« 


dv   ,    (dv\    8r   .        8    /8r\ 
=  8r+V8i^j    di^  +  '''Br\dr) 

8  ,,  ,  8  /  8t;\       8  /  8t,\ 

==8rV8r(^V--8;^ 


SHrv) 

2 


Hiemach  wird  unsere  Bewegungsgleichung 

dHrv)  _  8p    8^(rt;) 
dt^    ""äp      8r»   ' 


Tenderinyi    Theorie  der  elastischen  Schwingungen.  211 

oder,  wenn  wir 


setzen 


dp      p 
dg  ""  Q 


^  =  c^ 


Das   allgemeine  Integral    dieser   partiellen   Diflferentialgleichung 
zweiter  Ordnung  ist 

rv  «/(r— ct)  +  F(r+c<) 27) 

Vergleichen  wir  dieses  mit  dem  früheren  Resultat  über  die  Bewegung 
der  Luft  in  einer  Röhre.    Dort  hatten  wir 


Durch  Differentiation  kommt 


8^?'         „    d^v 


-  c» 


a«^  ~ "  ■  Bx^ 


Der  wesentliche  Unterschied  besteht  darin,  dass  wir  dort  r  hatton, 
während  wir  hier  rv  haben. 

Dort  hatten  wir  (mit  Aendemog  der  dortigen  Schreibweise 

{  =y(aj  — cO+'F(ar  +  cO  =  f/{x—ct)dx'{-f  F{x  +  ct)dx 
nnd 

V  =  f(x''Ct)-{-F(x'\-et). 
Hier  haben  wir 

(rv)  =:f(r—  ct)'\-F(r+ct). 

Aehnlich  wie  dort,  ßnden  wir  auch  hier,  dass  au  einer  in  Be- 
wegung befindlichen  Stolle  die  Bewegung  aus  zwei  Teilen  resultirt, 
von  denen  der  eine  in  der  Richtung  des  Radius  in  einem  gewiss(>n 
Sinne,  der  andere  im  entgegengesetzten  Sinne  über  das  System  fort- 
wandert, was  Alles  rings  um  das  Centrum  statthat;  dass  die  eine 
Schallwelle  in  der  Richtung  des  Radius  vom  Centrum  aus  fortwan- 
dert, die  andere  in  der  entgegengesetzten  Richtung  auf  das  Cen- 
trum zu.  Wir  brauchen  blos  die  erstere  zu  betrachten.  Während 
bei  der  Bewegung  der  Luft  in  einer  Röhre  die  Gleichung 

^1  ^/(x--ct) 
zu  erkennen  gibt,  dass  die  Verschiebungen  und  Dehnungen  f^  und  r, 
unverändert  und  mit  der  constanteu  Geschwindigkeit  r  in  der  posi- 
tiven Richtung  über  das  ganze  Systnm  fortwandern,   zeigt  hier  die 
Gleichung 

rz?j  =  f(r  —  et) 

oder 
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f(r-ct) 


^1 


dass  in  der  positiven  (von  Contrum  ausgehenden)  Richtang  ein  con- 
stanter  Wert  von  rt\  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  e  über  das 
ganze  System  sich  hinzieht;  dass  somit  die  Dehnung  dem  JEladius  um- 
gekehrt proportional  sein  wird.  Je  grösser  der  Radius,  desto  ge- 
ringer die  Verdichtungen  und  Verdünnungen.  Dies  Letztere  ist  der 
Unterschied  gegen  das  Frühere;  sonst  finden  auch  hier  dieselben  Be- 
ziehungen statt 

Die  Intensität  des  Schalles  ist  nun  proportional  dem  Quadrate 
des  Verdichtungs-  oder  Verdünnungs-Mazimums  (oder  auch  propor- 
tional dem  Quadrate  des  Verschiebungs-Maximums).  Demnach  er- 
halten wir  als  Endrulsat  den  Satz: 

In  einem  freien,  nach  allen  Seiten  ausgedehnten  Räume  findet 
die  Fortpflanzung  des  Schalles  ebenso  und  mit  derselben  Greachwindig- 
keit  statt,  wie  in  einer  Röhre,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  bei 
ersterer  Ausbreitung  die  Intensität  nach  dem  umgekehrten  Verhält- 
nisse des  Quadrates  des  Radius  abnimmt. 
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XU. 

Wälzung  eines  cylindrisch  begrenzten  Körpers 

auf  Horizontalebene. 

Von 

R.  Hoppe. 


Es  soll  die  Bewegung  eines  Körpers  berechnet  werden,  der  zum 
Teil  von  einer  cylindrischen  Fläche  beliebigen  Querschnitts,  im  übrigen 
beliebig  begrenzt  ist,  eine  horizontale  Ebene  ausschliesslich  mit  dem 
cylindrischen  Teile  berührt  und  nicht  daran  gleitet,  bei  beliebig  ver- 
teilter Masse  und  allein  wirkender  Schwere.  Hieran  schliesst  sich 
die  Untersuchung  tautochronischer  Oscillation. 

Der  Schwerpunkt  der  Walze  sei  Anfang  der  am  Körper  festen 
xyz,  die  z  Axe  in  der  Richtung  der  Cylinderseite.  Bezeichne  m  die 
Masse,  mn^  das  Trägheitsmoment  um  die  z  Axe,  t  den  Richtungs- 
winkel der  Tangente  der  Cylinderbasis  gegen  die  x  Axe,  so  dass 


5-  =  C0St;       ö"  =  SlUT 

OS  '      or 


dx _       dy 

und  die  Gleichung  der  Tangente 

wird,  wenn  xy  ein  Punkt  der  Cylinderfläche  ist. 

Sind  femer  x^y^z^  die  im  Räume  festen  Coordinaten,  die  Hori- 
zontalebene, auf  welcher  die  Walze  liegt,  x^z^  Ebene,  die  x^y^  Ebene 
zusammenfallend  mit  der  xy  Ebene,  Xf^y^  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts, so  sind  die  Coordinatenrelationen: 

^1  =•  »o+^cosT-j-ysinT 

«1  =  «  (1) 

t/i  =  yo—'xsmt'\'ycosr 
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Wir  wolleu  duu  xyz^  ^ii/iH  ^uf  den  Berübningspunkt  der  Cylinder- 
basis,  dagegen  j-g^g^ä  im  Sinne  der  xt/  ,  2-3^323  im  Sinne  der  x^yiz^ 
auf  ein  Element  des  Körpers  anwenden.  Dann  gelten  die  Gl.  (1) 
noch  allgemein,  und  man  bat: 

^3  =  a^o  +  ^gCOST+y^sinr  ^ 

ya  =  yo— ^fÄsinr+ygCOST 

und  damit  keine  Glcitung  der  Walze  auf  der  berührenden  Ebene 
statthabe: 

wo  8  den  Bogen  der  Cylinderbasis  bis  zum  Berührungspunkt  bezeichnet, 
und  der  Anfang  der  t^  dem  der  s  entsprechend  gew&hlt  ist  Snb- 
trahirt  man  nach  Einsetzung  dieser  Werte  die  Gl.  (1)  (2),  so  kommt: 

jTjj  =  «-J-(a;g— a;)C0ST-f  (y^— y)sinT 
Vi\  =    — (a?s  — «)siur  +  (ya— y)C08T 

zwei  Gleichungen,  welche  die  Wälzung  geometrisch  bestimmen.  Darin 
sind  «,  a-,  //,  r  Functionen  der  Zeit  allein,  x^^  y^  variiren  mit  dem 
Körpcrelement  allein,   x^^  y^  mit  beiden. 


Zur  dynamischen  Bestimmung  reicht  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  hin: 

OX  I     Ot/o 

-^ dm  ==  2cm  —  2g  fy^  Sm 

Man  findet: 


/ 


dxs  =  {—(x2  —  x)smT'^(y2—-y)cosT\dz 
dy^  =  —  {(a-o  — a;)cüsr  +  (y2  — y)siuT}8t 

Ist  dann  mn^  das  Trägheitsmoment  der  Walze  für  die  z  Axe,  so  hat 

man : 

fx^om  =  0;     fy^dm  =  0;     f  (x^^ -\- y2^)dm  =  m?** 

daher: 

fy^dm  =  7M(a;sinT  —  ycosr) 

Dies  eingeführt  giebt: 

(n2+fl:^+2^2)p-  =  2c  — 2flr(a;sinT  — ycosT) 

Sei  nun 

u  =  icsinr  —  ycosT 

dann  wird 
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du 

g^  c=  u  =»  «cosr-j-ysint 
daher 

Zur  Anwendung  ist  u  in  t  darzustellen.  Die  Gleichung  der 
Cylinderbasis  sei 

fix,  y)  «  0 

woraus  durch  Differentiation: 

^co8t  +  g-sinT  «  0 

Id  beiden  Gleichungen  hat  man  zu  substituiren : 

a:  ==  tt'cost  +  usiUT     )  ... 

y^uBinr  —  ««cost     ) 

dann  sind  durch  sie  die  Werte  von  u  und  u'  bestimmt: 

Ist  z.  B.  die  Cylinderbasis  ein  Kreis,  und  man  lässt  die  x  Axo 
durch  den  Mittelpunkt  gehen,  so  lautet  die  Gleichung  nebst  ihrer 
Derivirten : 

(x — 6)*-}-y*  =  «';      (« — c)co8T-{-y8inT  =  0 
Letztere  giebt  unmittelbar: 

u'  -«  «COST 

woraus  zugleich: 

u  =  esiuT-j-const. 

Erstere  Gleichung  fOgt  dann  nur  noch  den  Wert  a  fiXr  die  Const. 

hinzu,  so  dass 

u  =»  a  +  csinr 

und  Gl.  (3)  wird: 

8t  I  /n  -f-  o^-|~  ^'"1"  ^^  sin  T 

y2  P^      c — ga — ^esinr 


mithin  t  elliptisches  Integral  in  t.     Die  weitere  Gestaltung  ist  von 
Bender  in  T.  LX.  p.  113.  vollzogen. 

Fernere  Beispiele  ergeben  sich  aus  der  Annahme 

Die  Bewegungsgleichung  wird: 

St  |/n+ft«T2k+4fe^2k-2 


di 


-1/ 


^2Y  c—gbr^ 
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die  Gleichungen  der  Cylinderbasis : 

X  =  ÄT*"^(^•cosr-^-T8inT) 
y  =  bx^-^k  sin  r  —  v  cos  t) 

Letztere  ist  demnach  eine  Spirale,  insbesondere  für  X;  ^^^  1  eine 
Kreisevolvonte;  doch  ist  der  Schwerpunkt  der  Walze  ein  bestimmter 
Punkt,  im  genannten  Falle  der  Mittelpunkt.  Elliptisches  Integral 
wird  t  allgemein  für  A;  =  1  und  A;  »  2.  Bei  specieller  Bostimmang 
des  Trägheitsmoments  kann  das  Integral  für  k  ^  2  und  k  =^  ^  noch 
einfachere  Formen  annehmen.    Sei 

dann  findet  man: 

(Sgb4-c)a — csinacoscr  .      i /c 

2gV2gb  '  V  * 

und  die  Oscillationsdauer : 

gV2gb 

Sei  ferner 

jt«j;     n=.2V2.Ä« 

dann  giebt  die  Berechnung: 

2  t/ 2   / 

[^^(^  +  9l^Vr)'  +  ^-p{c  +  gbyr)  +  ^^\^bH2c  +  gb  y  t)\ 

Ist  u  beliebige  ganze  Function  2.  Grades  von  r,  so  erhält  man 
nur  den  Fall  /.;  =  2  wieder,  mit  andern  Werten  von  n  und  c. 

Untersucht  man  den  Fall  einer  tautochronisch  oscillirenden  Walze, 
so  ergiebt  sich  zugleich  der  Grenzwert  der  Oscillationsdauer  für  den 
Fall  nicht  tautochronischor  Gestalt.  Die  Gleichgewichtslage  wird 
bestimmt  durch  u'  =  0,  wo  der  Radius voctor  normal  zur  Tangente 
ist.  Sie  ist  stabil,  wenn  u  ein  Minimum,  labil,  wenn  es  ein  Maximum 
i.st.    Ihr  mögen  die  Werte 


entsprechen.     Setzt  man 


T  =  a  ;     u  =  a 


so  wird 


0  0 


dt  ==  -..---.-'' — Yn^u^-f;/. 

y^gecoü  a 
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Giebt  CS  nun  einen  Pnnkt  der  Nullgeschwindigkeit,  so  tritt  diese 
ein  far  <t  =»  R,  3R,  etc.,  während  in  der  Gleichgewichtslage  a  =  0, 
2R,  Gtc  ist;  daher  ist  die  Dauer  einer  vollen  Schwingung: 

R 

4.       P    da 


,/    <f  COStf  ^  '  ' 


Im  allgemeinen  lässt  sich  u  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
X  —  ce  entwickeln.  Dies  vorausgesetzt,  ist  der  Coefticient  von  t  — « 
nall;  der  von  (x— a)^  muss,  wenn  er  nicht  null  ist,  positiv  sein,  so 
dass 

^^rd,  woraus  wieder  folgt,  dass  sich  ,-«,  daher  auch  %  nach  ganzen 

ipositiven  Potenzen  von  esina  entwickeln  lässt,  und  letzteres  die  Form 

Ih&t: 

dt 

n^  «=  -Ai+-0iesin(r+Ci(esin(y)*  +  •  •  • 

^Da  nun  die  Schwingungsweite  durch  c  bestimmt  wird,  welches  allein 

[in  c  enthalten  ist,  so  kann  T  nur  dann  unabhängig  von  ersterer  sein, 

dt 
wenn  ^j,  C,,  . . .  in  innn.  null  sind.    Dann  ist  aber  auch  0-  constant 

und  hat  denjenigen  Wert,  welcher  auch  ohne  Tautochronismus  einer 
HDcndlicb  kleinen  Elongation  als  Grenzwert  entsprechen  würde. 

Um  letztem  zu  bestimmen,  hat  man  für  unendlich  kleines  e 

X  —  a       sin  <x 


limy»*«+tt«+M'»  =  Vn^  +  ci^;     lim      - 


e  h 

daher 

lim(ea'cos(x)  =  h 


,:„^       4R,A«+a«       4R|/ 


WO  ./  das  Trägheitsmoment  der  Walze  für  diejenige  Cylindorseite  als 
Axe  bedeutet,  welche  in  der  Gleichgewichtslage  den  horizontalen  Boden 
berührt,  während  7<,  und  mit  ihm  umgekehrt  proportional  7*,  jeden 
Wert  haben  kann. 


dt 


g    WM 

Es  zeigter  sich  femer,  dass  r  und   rr-  Functionen  von  rsina  sind, 
ausserdem  weder  von  e  noch  von  a  abhängig.    Soll  daher  T  unab- 

df 

hängig  von  e  sein,  so  darf  auch  a-  nicht  a  enthalten.   Die  Bedingung 

taotochronischer  Oscillation  ist  daher,  wenn  b  eine  belieb 
bezeichnet: 


.1  ■ 
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oder,  wenn  man 


setzt: 


woraus : 


{««+(a+1?)»}(|)+l-J 


Zur  Reduction  des  olliptischen  Integrals  t  setsen  wir 

a+i  —  ntg(a+ß) ;    a  —  iitg(a— /J) 


dann  wird 


wsin/?(l— «cotgcotg) 
^  "  co8acos(a — W(1+«J) 


St 


-K; 


C08(a— /J)         3» 


l+ffcotecot^ 


C08(«+ft  sina(l+w)  Vd— fficotSacot'i})(l-Hd^i»Äö 
Forner  sei  der  Modul  der  9  Functionen  bestimmt  dmoh 


das  constanto  Argument  y  durch 

eo        Fty  .gR  9(iy+R) 

^"^ "  "°  «R  »fl^(»>+R) '     "*^"  ~  «R  fi(<r+R) 

nud  das  variable  Argnmeut  od  dnrch 

«  =  tg«tgß^-g;^;^ 


(11) 


t6(>v+R)e«» 


(18)? 


Setzt  man  zar  Abkflrzung 


«nffn  ^('V+K)  .  «'Rg»>e(.V + R) + »»yg'tfy + R)  „« 


so  crgiebt  die  Integration  von  (9): 

t 


6(0) +ty)  ,  jy(*>+B)iya> 


(14) 


woraus : 


giT  — ,  e^iua) 


Q-iT  «  e~»l^« 


e/ye(a>  +  R)  +  iH{iy + R)^» 

eRe(a>+»» 

ee>e( (o  4-  R)  -  tHjty + B,)H(o 


(15) 
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ier  ist  die  Constante  in  t  so  bestimmt,  dass  t  mit  «  und  ^,  also 
der  Gleichgewichtslage,   verschwindet.     Ferner  wird  nach  obiger 
nfühmug  (10),  (11),  (12),  wenn  man  der  Kürze  wegen 

^_  nH{iy+^)[BOB{iy+^)  +  JH^Hiy]  [^R0q)  —@Qiy( co+R)] 
'"^  ~  ej>eO//Rie(iy+R)ea)--»£fty7/(cö+RJ]  ^^^^ 

tzt. 

Jetzt  ist  die  Gleichung  der  Basis  der  cyliDdrischen  Oborfläche 
r  tantochronische  Oscillation: 

=- \^ ©^;äS "«j'  (^**^ 

Gl.  (15)  (16),  und 
St  die  Daaer  einer  vollen  Schwingung. 
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e  0  cos  <y  ' 

oder,  wenn  man 

M  =  rt4-p;      (c8m<x)-  =  p 
setzt: 

woraus : 


^'  ^  ^'  V9{n^  +  (a+^\ 


(6) 


Zur  Reductiou  des  elliptischen  Integrals  t  setzen  wir 

a+Ä  =  »tg(a+/5);     a  =  ntg(o— /?)  (7) 

wsinff(l— -yccotttcotjg) 

^  ""  C08aC08(a— 7)(1  +  »»)  ^^^ 

dann  wird 

n l/£?s(a--/J)        9?g l-f-?gcotgcotj? 

^""      K  C08(o+3')  sina(l+7r)  i/(fl-,^8cotVcot»/3)(l+««cot*a)     ^* 

Ferner  sei  der  Modul  der  S  Functionen  bestimmt  durch 

'*^  ^  =  Vor  j '    ^^«  ^  =  leRJ  (iö> 

das  constante  Argument  y  durch 

_  90         Wy  _  /TR  e(>y+R) 

^^"  "^  ■"  0R  iÄ^(ey+R) '      ^^^"  ""  eiR  H(i>+R)  ^^^^ 

und  das  variable  Argument  co  durch 

^      ^   ^60   //(w+R)       //*>/f(a)+R) 
^==tg«tg?^^— ^----  «^^g^^P^j^^  (12) 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  crgiebt  die  Integration  von  (9): 

T  =  ^a,  +  2log§(^^r;)+arctg^^^v;:p^  (14) 

woraus : 

0/y0(a}  +  R)  +  /fl'C/y  +  R)^m 


g<r  =3  g*,u<'' 


j— »r  -E»  g— lUö) 


eR8(a)  +  ^y) 
0R8(a}  — 7) 


(15) 
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Hier  ist  die  Constante  in  r  so  bestimmt,  dass  r  mit  o)  und  ^,  also 
in  der  Gleichgewichtslage,  verschwindet.  Ferner  wird  nach  obiger 
Einführung  (10),  (11),  (12),  wenn  man  der  Kürze  wegen 

ng(tV+R)[eoe(ey+R^  +^gR/y^>]  [^R0q)  — QOg(ca+R)] 
^  ■"  e^yeOff R  [e(ty+R)ea)  —  »ffiyÄ(a}-f  R)] 


setzt. 


iyr 


fl^(^V+R) 

0jy 


q'^  N 


@(a)  +  R) 


(17) 


Jetzt  ist  die  Gleichung  der  Basis  der  cylindrischen  Oberfläche 
für  tautochronische  Oscillation: 


x+ty=-  {9'—i(a+g)\e*^ 


\ 
8.  Gl.  (15)  (16),  und 

r-=4R 


N ^.     rr ^    i  C*' 


Vt- 


8R 


(18) 


(19) 


ist  die  Dauer  einer  vollen  Schwingung. 
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xin. 

Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  merkwürdigen 

Punkte  im  Dreieck. 

Von 

HeiTD  Dr.  J.  Lange. 


1.    ABC  sei  das  Mittendreieck  von  A''B"C'\  und  A'B'C  dl»- 
jenige  von  ABC\  dann  sind  diese  Dreiecke  zu  je  zweien  ähnlich  und 
ähnlich  liegend  für  den  gemeinsamen  Schwerpunkt  S  als  Aehnlich* 
keitspunkt,  und   zwar  ^"i^'C"  und  ABC,  ABC  und  A'B'C  mit  8 
als  innerem  Aehulichkeitspunkt  und  dem  Aehnlichkcitsvorhältnis  2:1, 
A"J3"C"  und  A'B'C   mit  S  als   äusserem   Aehulichkeitspunkt  und 
dem  Aehnlichkeitsverhältnis  1 : 1.    Irgend  drei  entsprechende  Punkte 
X"XX'  in  diesem  dreifachen   System  liegen  mit  »S'  in  einer  graden 
Linie  liarmonisch,  X'  in  der  Mitte  von  X"X,  denn  die  Punktpaare 
XX'  und  SX"  trennen  sich  gegenseitig  und  wegen  SX''^2SX'^ASX' 

ist  -„,,  =  H^.T— evi    "11^  X'X^^X'X.     Drei  entsprechende 

oA  \oA  oA  / 

Punkte  sind  z.  B.  die  Mittelpunkte  der  Umkreise,  daher  gilt  in  An- 
wendung auf  ABC  der  Satz: 

1.  Höhenschnitt,  Schwerpunkt,  Mittelpunkt  des  Umkreises  und 
derjenige  des  Feucrbachschen  Kreises  liegen  in  einer  graden  Linie 
harmonisch:  Eulersche  Linie. 

2.  Es  seien  ferner  OOaObOc  die  ]\Iittelpunkte  der  Bertkhrungs- 
kreisc  für  ABC^  von  denen  jeder  dem  Droiseit  ABC  als  eingeschrieben, 
die  drei  andern  im  Gegensatz  hierzu  als  angeschrieben  betrachtet 
werden  sollen;  Wia'^iMc,  «©a®6S3c,  SSaStSc  ihre  Berührungspunkte 
auf  den  Seiton  ahc.  Drückt  man  die  Abschnitte  /^  =  ^K,  B^a  =-  -öffia 
etc.  in  bekannter  Weise  aus  durch  s^  a — <7,  a  —b,  .y — o,  so  erkennt 
man  leicht,  wie  die  Berührungspunkte  achtmal  zu  je  dreien  sich  so 
ordnen  lassen,  dass  das  Product  ihrer  Abstandsverhältnissc  von  den 
Ecken  der  zugehörigen  Seite  =  —  1  ist,  woraus  dann  mit  Hülfe  der 
Umkehrung  des  Ceva  folgt: 


» ■* 


» ' 
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Qa 
2r 


=  2r  W  +  "äT  +  "äT  j  -  ^  ==-  2r  (2-  +  ^-J  =  ^  i 
Demnach  ergeben  sich  folgende  beachtenswerte  Relationen 

XIII.  J  =  ,/"  =  J  ;f 

2r 
Ua  =  Ja  ^  i^r 

Je  =-  ./c"  =•  ^  2,; 

JlJalJblJe  =■   p  :  ^a  :  p»  :  pc  =  ./":  «/a"  •  «V  :  Je" 
Ja  +  Jb  +  Jc  —  J'=-2J^  Ja"+  Jb"+  Je"—  J" 

12.    Die  Dreiecke  F  und  J  sind  ähnlich,  die  Radien  ihrer  Um- 
kreise sind  2r  und  p,  folglich 

da  aber  nach  XIII. 

./:/:/  =  p  :  2r 

SO  folgt 

XIV.  F  :J  =  J:J  =2r:p 

/I, :  ^  =  ^ :  t/a  =  2r :  pa 
Fft  :  z/  =  /:/  :  c/ft  =  2r  :  pt 

Fci  ^t  =  /i  :Jc  =  2r :  pc 

Berlin,  1.  December  1880. 
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3)  für  .  ein  ^  +  ^ffff^^  wo  f«  =  «+2i«+«.«.     Da»  Inte- 

gral  geht  dann  über  in 

1 


—  fan^l 


-/o" 


+1     p 

-^^   j      (1— »)•*€& 9(«)5 


2(ac+6) 

0 

wo  9»(«)  =  z<7-l^^^-T:r.^  Das  Integral  /(a+26*+c»«)«  ist  also 
in  erster  Annäherung  =  qp(l5)  — 9)(a)±«i|/  -  -jj^+y.    «  ist  0, 

die  reellen  Teile  von  —^jt—  und  — ^  beide  dasselbe  Zeichen  haben, 

sonst  ist  e  ==  1.    Das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  reelle  Teil  von 

-}r-  negativ,  der  von  ^-—[r-  positiv   ist.     Im  entgegeBgeaetatea 

Falle  gilt  das  untere  Zeichen.  Eine  kleine  Abänderung  erleidet  die 
Formel,  wenn  ac-\-f)  oder  i^c-f-^  verschwinden,  d.h.  wenn  ein  End- 
punkt des  lutegratiousweges  in  den  Verzweigungspnnkt  fUlt.    Yen  den 

i  /n  </2h+i 
3  Gliedern  qp(«),  (p(ß)  und  ei  1/  -      T^f  behält  mau  schliesslich  nur 

das  bei,  welches  den  grössten  abs.  Betrag  hat. 
Als  zweites  Beispiel  wählen  wir 


a 


es  sollen    ji^   und  n^  gleichzeitig  unendlich  werden,    doch  so,   dass 


n 


^  endlich  bleibt.    Die  Substitution  —  «i  +  C^i  —  ^j)^  statt  z  verwan- 

dclt  das  Integral  in 

/*  +«1 


«/ 


«i-a. 


6)      /  z*'i{l—z)*'*dz. 

o_+a. 

Der  Verzweigungspunkt  liegt  bei  ^  =  -  -/ -  ;  0  und  1  sind  die  Nnll- 

punkte.    Sind -^  und reell,  so  findet  man  den  Wert  des 

a,  —  «2  ^1  —  «s 

Integrals  sofort.    Im  allgemeinen  Falle  setzen  wir  z  =-=  r(cosv-}-»«ing»), 

z  —  1  =  p(cos9i-j-/sin9?i),  so  geht  die  Gleichung  der  Steigungscorve 

U—  CV  über  in 
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findet  man  dann  das  Resultat.  Sind  v  und  n  unendlich  gross,  da- 
gegen n  —  v  endlich,  so  findet  man  ans  12),  indem  man  den  Integra- 
tionsweg beibehält: 

nCn(2v) .  (l/^«^)^g*"^ . 
22»i2(v)II(v) 


Pv^'ix) 


der  Zahlfactor  ist  nahezu  »  1,  also 

13)    Pr»(»)  =  (V»*— 1)»«»-» , 

wenn  n — v  endlich  positiv  oder  negativ,  x  einen  positiTen  reeUn 
Teil  hat,  und  n  und  v  unendlich  gross  sind. 

Für  die  zugeordnete  Function  zweiter  Art  Q^x)  gibt  Herr  Heine 
für  den  Fall,  dass  v  endlich,  n  unendlich  ist,  den  Nftherongsaiudnck 

Qp^x)  -  (l~S*)-»(2|)»+i.Modi <  1. 

Denselben  Wert  können  wir  leicht  aus  dem  F.  Neumann'Bcben  Integnl 

14)   2Qr^(x)  =  ^n^in{n)n^+vr  J  («-  y)-+H-i 

herleiten.    Ist  x^  nicht  positiv  und  <^  1,  so  ist  Aber  die  reelle  Adiae 
zu  iutegriren.    Setzen  wir  y  =  2s — 1,  so  geht  das  Integral  Aber  in 


14a) 


( Vg^—  \yn{2n-\'2)2^''^ 
nin)n{n+l) 


1 


d* 


2 ') 


welches  dem  unter  9)  analog  ist.    Ist  wieder 


/•» 


1+x 


so  verschwindet /'a  bei 


«0  = 


l+x±Vx*--l 


2 


Durch  die  Substitution  10)  für  x  findet  man,  dass  man  über  den  Punkt 

^  -r 


integriren     muss ;     da     der     Unstetigkeitspunkt     und    der     Punkt 
^ auf  derselben  Seite  der  reellen  Achse  liegen.  Setsenwir 


-^ 
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XV. 


Sur  des  polynonies  de  deux  variables  analogues 

aux  polynömes  de  Jacobi. 


Par 

P.  Appell. 


Eu  se  proposaut  de  g^ncralisor  les  polynömes  de  Log(Midro, 
M.  Her  mite  a  6te  conduit  k  s'occuper  des  polynömes 

(voir  Comptes  Rendus  t.  LX.  et  Journal  de  Grelle  t  64.);  depuis, 
CCS  polynömes  ont  et6  etudies  par  Didon  (Annales  de  TEcolo  Nor- 
male t.  V,  ann6e  1868). 

De  memo  quc  les  polynömes  de  Legendre  sc  rattachent  ä  la 
siTic  hypergeometrique  de  Gauss,  les  polynömes  (1)  de  M.  Hermite 
so  rattachent  aux  series  hyperg6om6triques  de  deux  variables  que  j'ai 
considerees  (voir  Comptes  Rendus  t.  XC  et  XCI).  Mais,  Ton  sait 
que,  de  la  serie  hypergeometrique  de  Gauss,  Jacobi  a  deduit  des 
polynömes  plus  generaux  que  ceux  de  Legendre  et  comprenant  ceux-ci 
comme  cas  particulier  (voir  Journal  de  Grolle  t.  56).  Je  nie  propose 
iii  d'etudier  et  de  rattacher  aux  series  hypergeometriques  de  deux 
variables  les  polynömes 


(2)      Am,n   =  CC-"/y-'>(l— u:  — y) 


dx"'  dy» 


([Hl  sont,  comme  on  le  voit,  analogues  aux  polynömes  de  Jacobi. 
Dans  cette  6quation  (2)  les  lettres  a,  ^,  c  d6signent  des  nombres 
(luolconques,  7/1  et  n  des  entiers  positifs;  Am,n  est  alors  un  polynöme 
QU  X  ot  y  de  degrö  m-f-«. 
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I.  Tont  d'abord,  voici  comment  on  pcut  former  deux  ^quations 
düförentielles  Unfaires  du  socond  ordre  aux  d^riv6cs  partielles  aux- 
qnelles  satis&it  le  polynöme  Am,n. 

PoBons,  ponr  abr^ger, 

(3)  \       U^  TT^y-^ g^„^g^ii 

ei  Boit 

Cette  fonction  Fest  une  fonction  homog6no  de  degr6  m-\-n-\'C  des 
trois  variables  x^y^  z\  eile  sc  r^dnit  ä  V  lorsqu'on  y  fait  2=1.  En 
appliqnant  ä  7  le  th^ordme  des  fonction  homogenes,  on  a 

ar     8r     ar 

or 

&    "  «-y-*(m+n+c) ^ g^ji^^;; 

alon,  si  dans  ridentiti  (4)  on  fait  «  »  1,  et  si  Ton  remarque  que  V 

se  r£diiit  i  U  et  ^  ä  (*'*H"**+^)*"^y"*ä~irg  li*  on  voit  que  cette 
identiti  devient 

au ,   au  a»H+*5 

oa  enfin . 

a~+»iS 

Cela  poB6,  de  Texpression  (3)  de  R  on  tire  par  la  diif^rentiation 

hR 

DiffteeatioiiB  le  premier  membre  de  cette  demi^re  relation  tti-j-I 
frii  par  npport  &  c,  n  fois  par  rapport  ä  y\  nous  obtcnons 
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(6) 


+  (m+l)(m+n+c)^^;^  -  0 


Or,  on  a 


et,  d'apr^s  (5) 


ar 


röquation  (6)  deviont  donc 

d^i^t^V]  iv?^y^J      8[aVr] 

—  (m+l)««^*!'— 0  1 

I 

ou  bicn,  en  cffectnant  les  diffi6rentiatioii8  et  r^daisant 

Enfio,  en  remplagant  T  par  sa  valear  (3),  on  obtient,  ponr  ü^  l'^qu* 
tiou  diff^rentielle 

(7)     («^-a.«)8^-^ä^+C«+l-(«-«-^  +  2)x]g^ 

—  (a  +  m+l)yg-+(a+m+l)(m+n+c)ü'— 0 

Par  raison  de  sym^trie,  on  pcnt  ^crire  imm^diatement  ooe  seconde 
^quation  diff6rentielle 

(7')     (y-y«)|?-x,g  +  [i+l-(i-«»-.+  2)y]|^ 

hu 
-'(h+n-\-\)x^  +  (h-\'n  +  l)(m+n+c)U=0 

Comme  on  a 

on  d^duit  facilement  des  6qaations  (7)  et  (7')  deux  ^quations  diiül- 
rentielles  auxquelles  satisfait  le  polynöine  Am.n-  Mais  il  est  inatile 
d'^crire  ici  ces  deux  6quations. 

n.    Les  equations  (7)  et  (7')   permettent  de  raroener  le  poly- 

uome  Am,n  aux  s^ries  hyperg^om^triques  de  deux  variables.    A  oeC 

j 


1 
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On  a  alors 

F^l- {m+n-^c\  a-h»+l,  b+n+\,  a+1,  b+1,  x,  y)  = 

d'oü 


^^'  H-y-1'  a>+r-lj 


formale  dans  laqnelle  le  second  membre  est  an  polyndme  de  degr§ 
m-4-^9  car  les  61^ments  /?,  ß'  ont  des  valeors  enti^res  negatives. 

III.    Sapposons  maintenant 

a+l>0,    Ä+1>0,    c+l>0 

et  d^signoDS  par  B  an  polyndme  qaelconqae  en  x  et  y,    Soit 

(11)  I=:ffx^yHl'-x-y)'Am,n.B,€lxdy 

rint^grale  double  etant  eteadae  aax  valeors  reelles  de  a;  et  y  tellea 
qae 

(12)  a;>0,  y^O,  1— aj  — y>0 

En  rcmpla^ant  lo  polyndme  Am,n  par  son  expression  (2),  on  a 

Or,  la  formale  g^n^rale  d'int^gration  par  parties 

appliqu^c  saccessivemeut  aax  variables  a;  et  ^  dans  Tint^grale  /, 
montre  que  cette  integrale  peat  se  mettre  soas  la  forme 

(13)  I  ^  {—l)"^^^  I  I  a:'»+«^"+*(l— aj  — y)»»+«+<^g^;;jg-^rfx-rfy 

car  tous  les  termes  integres  s'annaleiit  aux  limites  (12).  II  r^salte 
de  cette  forme  (13)  de  Tint^grale  /  quo,  si  B  est  an  polynöme  de 
degre  moindre  qae  m-\-n  ou  bien  un  polyuöme  de  dcgr6  m  -f-  n  ne 
coutenaut  pas  de  terrae  en  v^*y*\  Tintegralc  /  est  6gale  k  z6ro ;  en 

effet  dans  ces  deax  cas   b~«iö~;:  =  0. 
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(17)  ffF{x,  y).x«y*(l-a;-y)«dxrfy  « 

Les  cntiers  fi  et  v  6taut  assujottis  ä  la  senle  condition  f»-f-v  =  t, 
on  pourra  leur  donner  (k-^-l)  syst^mcs  de  valeura  qui  fonnüronl 
(k-\-l)  ^quatioDS  telles  qae  (17).  De  cos  (Ar 4-1)  ^qaations  on  tirert 
les  (^'^-l)  coefficients 

Voici  une  autre  mdthode  poor  d6terminer  ces  meines  coeffidenti 
Xm,n  da  developpement  (16).  Consid^rons  des  polynomes  Bm^m  de 
degr^  m-\-n  d6finis  de  la  fa^on  saivante:  soit 

(18)  Bm,n  «=-    -2?   OiAm-i-n-iji 

les  (f»-}~^~}~l)  coefficients  ai  ^tant  d^termin^s  par  ces  conditions  qw^ 
dans  le  sccond  membre  de  T^quation  (18),  le  coeCficient  de  x'V'  *ott 
6gal  k  Tunite  et  les  coefficients  de  tous  les  antres  termes  de  dogri 
m-^n  ^gaux  k  zero;  co  qui  doune  (m-j-n-}-!)  ^qoations  da  premkr 
degr6  pour  determiner  les  (f»+^H"l)  coefficients  Oi. 

Alors  si  Ton  fait 

rint^gration  ^tant  ^tendne  anx  limites  (13),  on  voit  imm^diatement, 
d'apres  les  propri6tes  des  integrales  pr6c6dentes  /m,«-"'*,    que  Ton  a 

si  m-^n-^  (i-^v,  Mais,  si  Ton  suppose  m+w  =•  jä-J-*'»  on  a 
d*apr6s  la  forme  (13)  de  Tint^grale  (11) 

Or,  dans  le  pol)möme  B^,v  il  n*y  a  qu'un  terme  de  degr6  m-^-n  k 
savoir  le  terme  xt^y^\  si  donc  on  n'a  pas  m  =  ft,  n  «  v,  on  a 

meme  lorsquo  m-\-n  =  |it-[-v.    Lorsquo 

ni  =  fi,     n  =  V 
Ö»»+"2?/i  V  d*'^^^Bm  H 

le  terme  -^^  devient  -g^n"  c'ost  ä  diro  1.2...m.l.2...fs 
car  dans  2?m,n  le  coefficient  de  x*^y^^  est  l'unit^.    On  a  donc 


analogues  aux  polynömea  de  Jacohi, 
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Ji.,««'- «  r(i»+i)r(n+i) 


IT2f»-|-2n+a^-Ä-f<^4-3) 


Alors,  poar  d^terminer  les  coefGcients  Am,n  du  d^yeloppement  (16), 
jnaltiplions  les  deuz  membres  de  (16)  par 

et  int^grons  entre  les  limites  (12).  Dans  le  second  membre  tous  les 
termes  sont  nids  except6  le  terme  qai  a  poar  coefficient  Am.n,  et 
Ton  a 

ffF(x^  y),sxf^^{X  —  X'-'yYBm,ndxdy  =  Am.n A,,n*"»«» 

d'oii  Ton  tire  Am,«. 

En  snpposant,  dans  tout  ce  qai  pr6c^de,  c  «>  0,  on  obtient  des 
formales  an  pea  plas  simples  qae  j'ai  indiqu^es  sans  d^monstratlon 
dans  le  tome  XC  des  Comptes  Rendus  p.  731. 

D^on,  le  26  octobre  1880. 
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XVI. 


Ueber  einen  speciellen  Fall 
des  ApoUonfechen  Tactionsproblems, 


Von 

K.  E.  Hoffmann. 


§  1. 

Id  allen  einem  und  demselben  Kreise  einbeschriebenen  Dreiecken 
von  gleicher  Basis  ist  das  Verhältnis  der  Linie,  welche  die  Spitze  A 
des  Dreiecks  mit  dem  Ilalbirungspuukte  D  des  zur  Basis  BC  gehe- 
rigen Bogens  verbindet,  zur  Summe  oder  Differenz  der  Seiten  AB 
und  AC  constant,  je  nachdem  die  Punkte  A  und  D  auf  verschiedenen 
Seiten  oder  auf  derselben  Seite  von  BC  liegen. 

Thes.  I.    A  und  D  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  BC: 

(AB  -\'AC):AD  =  const. 
II.    A  und  Z>i  liegen  auf  derselben  Seite  von  BC: 

{AB  --AC):  AD^  =  const. 

Bew.  I.  (Fig.  1).  Da  zxc.BD  =  CD,  ist  Wkl.  BAD  -=  CAD  =» 
DBE-,  ausserdem  ist  Wkl.  ABE  =  ADC\  daher  Dreieck  ABE  ähn- 
lich ACD  und 

ABxAD  ^  BEiCD  =  BE:BD. 

Da  ferner  Wkl.  ADB  =  ACE  und  Wkl.  BAD  =  CAE,  ist  Dreieck 
ABD  ähnlich  ACE]  daher: 

ACiAD  ^  CEiBD. 


262  Hopp  f.   Ueher  (fax   Rolh.n   fincs  s^.intr  Sthuf^re. 

Yariatiuu  von  (p  allein  eine  Rotation  des  Körpers  um  ^e  Yerticile 
im  Bcrührungspankt  darstellt.    Dann  hat  man  die  Rdatioiien: 

X5  — X4  =  a-t;  cos  <p  —  iTß  sin  qp     \ 

Zur  Bestimmung  von  0-4,  y^  wenden  wir  die  Gl.  (3)  auf  den  be> 
nachbarteu  Flächenpunkt  P'  mit  den  Coordinaten 

x^  =  x-{-dx,       a-,  «  y+8y,        «i-f-3* 

an.    Da  dieser  vom  consecutiveu  Berührungspunkt  P'\  wie  oben  ge- 
zeigt, nur  in  2.  Ordnung  absteht,  so  wird 

und  man  hat  nach  (3)  mit  Rcduction  von  arg,  y^i 

(?a*4  ==  {pidx  -[-  qfiy  +  r,8j)  COS  (p  —  ( pjdx  -\-  qjdy  -(-  rji»)  Sin  ip 
^2/i  =  (PiSx'\-q^dy'\-rjdz)sin(p-\'  (/)j3x  +  g28y+*'«3»)COB 


(4) 


(  (5) 


Differeutiirt  man  jetzt  die  Gl.  (3)  und  addirt  die  Werte  von  dx^^  df^ 

so  kommt: 

dx^  ==  dM  cos  q)  —  8A^  sin  (p    ] 

dy^  =  93/sin(3P  +  ^'^"cos<p 
wo 

du\f  =  (xi  —  x  )?/?,  +  (y,  -  2^)8^5  +  (zi  —  »)8rj  —  yjj^^P      \  .gj 

a^V  =  (acj  —  :r  )8jö2  +  (yi  —  y)Bq2  +  (^i  —  z)dri+x^d(p     i 

gesetzt  ist,  und  wegen  ])du:~\-qcy-\-rcz  =  0  sich  hinzufügen  läast: 

dzr,  =  (ar,  —  ä'.)dp  +  (^j  —  y)8g + («1 — ^)^  (7) 

Diese  Gloichungeu  gelten  sowol  für  die  actuellen  Veränderangen  in 
der  Bewegung  als  auch  für  die  willkürlichen  Variationen,  wo  d  statt 
d  zu  schreiben  ist. 

Bezeichnet  der  Accent  die  Differentialquotienten  nach  der  Zdt, 
und  y  die  Schwere  der  Masseneinheit,  so  ist  nach  dem  Alembert- 
scheu  Princip: 

oder  nach  (0): 

f{{.\r+N'q>')ÖAf+(N"--  M'(p')6N+  {z^"+y)dz^]dm  —  0  (8) 
Ebenso  reducirt  sich  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

/(^.',''+y5''+V'+2yi^5)9'«  -  const. 
auf 


"Tl 
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ir'+  N'g,' *jC(ä-v)'» + Q'*] +y6[(Ä-«i»)"+  P'Ql 

+  Hi-  Ö"+  -P'(Ä-2g.)'3  -  V(R-<py 

N"-  M'v'  =  xe[-  (Ä-(p)"+  P'«']  -  ygpJJ-v)'«-!-  p-r] 
+  «6[-P"+  Q'(Ä-2».)']+  IKR-ip) 

Znr  AbkfirzQng  sei 

Fahrt  man  die  erhaltenen  Werte  in  die  Gl.  (12)  (9)  ein,  so  koBUüt: 

A{P"-Q>')+(,i- v)Q'(Ä-9,)'+«[(Ä-V)'«-  Q'»]  (15) 

+  j[(Ä-v)"-P'Q']+ff(Q»+i"Ä')+K,  -  0 

p(Q"+P>')+(v-A)P'(Ä-9»)'+»[(ü-v)"+P'Q'] 

+ j[P'»  -  Ä-9)'«l  +  ff(P"-  Ca-) + F,  =  0 

v(Ä-<p)"+  (A_,»)P'Q'+  «[Q"_  p'(Ä-29)'] 

+  9[P"+Q'(Ä-2g))']  +  (i«J'»-P'«)+  IT,  -  0 

AP'»  4-  u  Q'«  -f  v(R—q>)'*-{.  2äQ'(ä— (p)'+  2pP'(Ä-9)' 
+2ffP'Q'4-2Jr=con8t. 


wo 


\\  =  W'l^7(Ä-9))'+Xg(rP'-  D-Q'+y))aw 
TV, ^-J^{,x^U-\-y^V)(R-^ydm 


In  diesen  Gleichungen  ist  die  Wahl  der  Axensjsteme  der  x^y^s, 
und  375^5 ,  sowie  die  Bestimmungsform  der  Oberfläche  verbanden  mit 
der  Wahl  der  ig,  yg  Axen  zu  freier  Verfügung  gelassen.  Jetzt,  wo 
die  Werte  der  eingeführten  Grössen  entwickelt  darzustellen  sind, 
nehmen  wir  fürs  erste  die  Hauptträgheitsaxen  zu  Axen  der  (BiyiSi  und 
setzen  die  Hanptträgheitsmomente 

/(yj*+»i')8'»  =  ^»t;    /(«i*+*i*)8w  ■=--  Bm\   /(«,*+y4»)3»  —  Cm 
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SO  wird 

5_  3^  «3« 

-  ^«li  (£»'»+2/V.V+(?»'«+y)  j 

Bezeichnet  g—  die  Krttmmiing  der  Bertthrangsciirve  aaf  der  Ober- 
fläche, so  ist 

Durch  die  Wahl  des  Parametersystems  lässt  sich  noch  manche 
YereinfachaDg  erreichen.  Fttr  orthogonal  geodätische  Systeme  er* 
hält  man  e  =  1,  und,  wenn  hdudv  das  Flächenelement  bezeichnet, 
g  =  h^.    Hier  wird 

Die  Form  der  Differentialgleichungen  ist  stets: 

In  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  fallen  die  3  eratan  Teme 
weg.  Ohne  ihre  Integration  in  Angriff  zu  nehmen,  betraditen  wir 
sie  als  Basis  der  Untersuchung  mannichfaltiger  Fragen,  doren  eiafge 
im  folgenden  behandelt  werden  sollen. 


i 
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Lässt  man  durch  stetige  Deformation  den  Kegel  in  eine  beiieinge 
Fläche  abergehen,  so  kann  das  constante  Verhftltniss  g-  =4'l^dit 

in  — 1  übergehen,  wenn  nicht  im  ganzen  Zeitraom  der  Bew^gnig 
dg>  «  0  wird,  d.  i.  für  cylindrische  Wftlzung,  die  man  bei  der  Dolor» 
matiou  vermeiden  kann.  Folglich  ist  allgemein  S(R — 9)=0  die 
Bedingung,  unter  der  keine  Rotation  um  die  Normale  stattfindet»  und 
(R—q>y  der  Ausdruck  der  Rotationsgeschwindigkeit 

Soll  eine  Bewegung  ohne  Rotation  stattfinden,  so  müSMa  »,  o 
die  3  folgenden   aus  (15)  für   tp'  ^  R'   hervorgehenden  Gleichongeii 

erfüllen : 

;i(P"-Q'Ä')+<r(Q"+P'Ä')— pP'Q'-Tf  Q'«-f  Tfjr,  —  0  . 

a(r"-Q'R')+ii(Q:'+P'R')+QP'^+nP'Q'-'Wr^  —  0  i  (19) 

wo 

TT—  KP'—  üQ'+y  —  V^PV— V«QV+y 

gesetzt  ist.    Aus  (18)  ergiebt  sich: 


tt  =  — 

H 

1 

V  =™ 

H 

hiernach  wird 

W= 

gEP'^+ 

2hFP' 
H 

Q'  +  eGQ'^ 

1 

wo 

zur  Abkürzung 

H  = 

'.  EG  - 

-F« 

(30) 


gesetzt  ist.    Eliminirt  mau  P"  und  Q"  zwischen  den  Gl.  (19),  so  er- 
hält man: 


-0  (21) 


k  a  —qP'Q'        —  TfQ'»  -fytW' 

Q  n  —  <rP'«  +  (A  — ^)P'Q'-j-0Q'« 

eine  Gleichung  von  der  Form: 

X^P'^+26^P'Q'+(i^Q'*  »  2y^i 

von  derselben  wie  die  der  lebendigen  Kraft: 

XP'^'{-2aP'Q'+iiQ'^  =  2yK  (22) 

Setzt  man 

(r  =  xP' 

und  eliminirt  P',  so  kommt: 
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+{A^-e»-3ff»+2x(A-,u)(j+««(««+3<i»-A^)j  ( U^,+  T>,) 

+  W^{(  I >,—  üuy,)((ix2+ayj,)+[(  LVtj  -  Voyt)ff+  f^oW«—  J'o**«}^ 

Hier  ist 

oder,  da  nach  Gl.  (22) 

P'*(Jl+2xtf+xV)  =  2y«, 
ist,  nach  Elimination  von  P' 

A+2xtf+xV 


w'o-ro-ici;o  + 


22^ 


Daher  ist  die  gefundene  Gleichung  (24)  von  der  Form: 

und  gicbt,  verbunden  mit  Gl.  (23),  welche  die  Form 

hat: 

Lq  L^  Lg  X3  0 

0     Lq  Li  L^  L^ 

MqM^M^O    0         =-0 
0     Mo  Ml  M^  0 
0     0     Mq  Ml  M^ 

worin  nur  die  primitiven  w,  v  enthalten  sind. 

Hiermit  ist  die  Balin  des  Berührungspunkts  auf  der  Oberfläche, 
und  dadurch  die  ganze  Bewegung  des  Körpers  geometrisch,  d.  i.  ohne 
Rücksicht  auf  die  Zeit,  bestimmt.  Die  Einführung  in  die  Difiereii- 
tialgleichungen  würde  dann  identisch  zu  erfüllende  Gleichungen  er- 
geben, welche  entweder  durch  Relationen  der  Constanten  befriedigt 
werden  könnten,  oder  den  Beweis  der  Unmöglichkeit  einer  Bewegung 
ohne  Rotation  um  die  Yerticale  liefern  würden. 


§.  3.    Permanente  Bewegung. 

Der  Körper  sei  bezüglich  seiner  Oberfläche  und  Massenvertcilang 
Rotationskörper.  Letzteres  setzt  nur  voraus,  dass  seine  Rotationsaxe 
Hauptträgheitsaxe,  und,  wenn  diese  z  Axe,  A^^  B  sei. 


Die  Gleichungen  der  Oberfläche  lassen  sich  schreiben: 

a;  =  Ac08t;;         y  ^^  h%mv 


(86) 
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Hiervon  machen  wir  specielle  Anwendung  auf  den  Fall,  wo  die 
die  Berührnngscnrve  einer  der  Parallel  kreise  der  Oberfläche  ist  Die 
Bedingung  einer  solchen  Bewegung  ist  ein  constautes  «.  Da  hier 
auch  T,  h  und  z  constant  sind,  so  reduciren  sich  die  3  Gleichnngea  inf 

(C-f-AV'— [Cc08T+A(Ä8inT+ÄC08  r)]<p"=  0 
Ä«?" — [^  sin  T + «(»  sin  T+  Ä  cos  t)]<p"  =  0 

Csin  T  — Ä(2C0ST  —  Äsin  T)]t7'<p'  (30) 

4-[(^  —  C)sinTco8T4-(ÄSinT4-/*cosT)(«co8T — Ä8inT)3<p'* 
=  y(«sinT-J-Aco8T) 

Die  Goefficientendeterminante  der  2  ersten,  welche 

=  (A  C+  Ah^  +  Gj«)  sin  r 

ist,  kann  nur  verschwinden  für  sin  t  »  0,  wo  der  Körper  Tcrtical  aaf 
seinem  Scheitel  steht  Von  diesem  Falle  abgesehen,  ergeben  jene  ä 
Gleichungen: 

Hiernach  sind  v'  und  (p*  constant,  und  die  dritte  Gleichung  seist  sie 
in  Relation.  Die  lebendige  Kraft  ist  willkürlich  constant.  Die  dritte 
Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

[ — Csin  t4- Ä(«  cos  T—Ä8inT)](ü'cosT4-<p')<p' 
+  [^  cos'^r  +  ^sin^T  +  («  cos  T  —  A  sin  t)*]<jp'*  sin  T 

=  y  (s  sin  T + A  cos  t)  cos  t 

Bei  einer  Rollbewegung  ohne  Rotation  um  die  Yerticala  verschwindet 
der  erste  Term,  und  man  hat: 


<p'-±V 


gsinT-}"AcosT 

y  ^^^  ^  Zcos^r  +  Csin^T  +  (2  cos  r  —  Ä  sin  t)«  <^^' 


V  =  • 


COST 

Zur  Bestimmung  der  Rollbahn  auf  der  Gmndebene  erhält  man 
aus  den  Gl.  (4)  nach  Einführung  der  Werte  (26)  (25): 

6x4  =  hdv  sin  (p ;    8^4  =  hSv  cos  q> 

das  ist  im  Falle  der  Nichtrotation : 

hdq>s\u(p       ^     hdq>  cos  (p 

^^4   ^  COST      *  ^*  ~"        COST 

woraus : 

,   ACOS97  hüntp 

X,  -^  Consta  -^^  ;     y,  ^  const  -  -^^ 


278  Hain:   Zur  PohniälMthtarU  der  KegeUeknim. 

Die  Coordinaten  von  P  seien: 

Pih     Pky     Pe 

Die  GleichuDg  des  Kegelschnittes  k  laute: 
Die  Oleichongen  der  Strahlen  PB^  PC  sind: 

—peXa-{-paPCe  «  0,       phXa  —  pefi^  —  0 

Die  Gleichung  des  Strahlonhflschels  von  dem  Mittelpunkte  F  ist  also: 

—pcSta+paaee-^-Hpht^a  —  pt^  =  0 

Der  Strahl  X  ist  somit  die  Gerade: 

— P«  4"  ^P*  —  ^«  4"P« 

Der  Strahl  X  trifft  (B  in 

Die  Polare  von  $a  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  h  trifft  dem  StnU 
k  in  einem  zu  $a  conjugirten  Punkte  P)..  Die  Gleichung  der  Polare 
von  $A  ist  nach  I.: 

[—biipagaa  +Pe9ac)  +  («1^0+  Cil>c)5r«»]«a 
+  [r—^iipagba  +  pcghe)  +  (OiPa+^^lPc)^»]«* 
+  [— ^id'aö'ca  +Pc9ee)  +  (aiP^  + <^iPc)9eh]aCc 

I[—  Ci{pagaa  +  PHfak)  +  (aiPa+^iP»W]«« 
+  [—  CiCiJofl'fta  +  P^hb)  +  (ail>a  +  *lP»)P»c>» 
+  [— «^iCP'lS'ca  +  ptgeb)  +  (ail>a+  ftifjj)^e#]a?e 
=  0 

Die  Polaren  der  $a  bilden  ein  Strahlenbüschel 

U+kV^O 
Die  Gleichung  des  Strahles  P^x  hat  die  Form: 

U'+kV  ^0 

Für  den  Schnittpunkt  P).  des  Strahles  /'$a  mit  der  Polare  von  fjt 
gilt  also  die  Beziehung: 

Die  Rechnung  gibt: 

£gaa'xa^'^2£ghe^XbXe  =  0 


Hain:    Zur  PolaritäUtheorie  der  Kegelschnitte. 
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9aa  —  (hiPh'\-CiPe)gaa  —  Oi(l>ftya6+l>eflra«) 
2gyc'^  ghe(2aiPa-{-bipb-{-Cipe)—pa(h^ea'\'C^gäb)-'  (b^pegec^C^phgbb) 

Wir  bezeichnen  diesen  Kegelschnitt  mit  ü.  Die  CoefGcienten  gaa\ 
gbc^  sind  in  Bezng  auf  pa^  o^  nnd  gaa^  ghe  linear.  Die  Kegelschnitte 
St  bilden  also  ein  Btlschel,  sowol  wenn  die  Kegelschnitte  h  ein  solches 
bilden,  als  aoch  wenn  P  auf  einer  G^eraden  sich  bewegt,  oder  (S  durch 
einen  festen  Punkt  geht  Ist  %  die  unendlich  ferne  Gerade,  also 
<ii  »  a,  80  wird  ft  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Sehnen  des  Kegel- 
schnittes h^  welche  durch  einen  Punkt  P  gehen. 

Wien,  JuH  1880. 
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XIX. 


Ueber  das  Transversalensystem  zweier  Punkte. 


Von 

Emii  Hain. 


I.  P,  Q  seien  zwei  Punkte  in  der  Ebene  des  Dreiedcs  ABC 
AP  treffe  ßC  in  P«-  Ha  liege  zu  Pa  bezüglich  BC  harmoniscL 
Z^,  rZft,  Tic  liegen  in  einer  Geraden,  der  Harmonikale  von  P.  Diese 
treffe  ^Q  in  $a.    Dann  schneiden  sich  die  Pa^a  in  einem  Pimkte. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  (BC  =  a)  seien  die  Axen  fiir  die 
trimctrischen  Coordinaten  pa,  pd,  pe  des  Punktes  P,  so  dass 

P   ^pa  pb  Pe 

Pa^O  Pb  Pe 

Ua  ^^  0  Pb  — Pe 

Qa^O  qb  qe 

Die  Da  liegen  in  der  Geraden 

Pbpc         Pepa         papb 

Diese  trifft  die 

AQa^O  qe  — ^6 

in 

^JJa  ^  pa(pbqc  +/'c</6)         -—pbpeqb        —  p&pc^c 

Wir  finden  nun: 

Prt^o  ^  pbpeipbqe  — peqh)      — pcPaipbqc  -{-peqb)      Papbipbqe  +Pc5») 

Die  Pa'^a  treffen  sich  in 

0  ^  paHpbqc  -i-peqb) 

0  liegt  in  der  Geraden  pbqc—pcqb^  der  Verbindungsgeraden  der  Punkte 
P,  Q.  Für  P^J^  dem  Inkroiscentrum  des  Axondreiecks ,  wird 
Pa  =  1,   0^25-j"3c.    Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 


284  Hain:   Ueber  eine  Verwandtschaß  ersten  Grades, 

2a .  bc(2apa  -}-  ^J + ^e) 


-{-b.ca{apa-\'2hph'\-cpe)  1 
•^e.ab{apa+bph+2cpe)  -* 


^  Äc(6apa-|-  bbpb  -\-^>^e) 
Denselben  Punkt  erhält  man  aber  auch,  wenn  man 

setzt 

Verlängern  wir  APa  über  A  hinaas  um  sich  selbst,  so  ist: 

O  =  be(apa+2bph+2epc) 
Fttr  a  »  1  erhalten  wir  folgendes  Resultat: 

Trifft  AP  (P  =  pa)  die  BC  in  P«,  ist  A^  die  Mitte  von  AP«, 
schneiden  die  ß^Ci  die  2^C  in  ^s,  und  liegt  A^  harmonisch  ni  Ag 
bezüglich  BC^  so  begegnen  sich  die  AA^  im  Punkte 


Für  o 


0  =  bc{bph'\'Cpe 

— op«) 

ß- 

y  = 

B  wird 

Ol                f 

op       1  +  c 

AP 

0  ^  bc{bpc  +  (?pc 

—  Bapa) 

Alle  Punkte  «  liegen  auf  der  Geraden  a{bpb  —  cpc),  welche  durch  P 
und  den  Schwerpunkt  S  des  Axendreiecks  geht  Die  Puuktpaare 
+f,  —f  bilden  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  Pund  der  Punkt 

.       Oq^  bc(bpb'^cpc) 

sind.    Setzen  wir  AA^iAP^  g),  so  erhalten  wir: 

2F 

2F(ppb  2F(ppc 

-^i(^>  ==  -2äp-'     ^^^^^  ^  ■:r^ 

Da,  wie  aus  der  Figur  zu  ersehen,  die  B^C^  den  BC  parallol  sind, 
so  wird  hier  O  immer  mit  S  zusammenfallen.  Als  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  A^B^C^  erhält  man  den  Punkt: 


bc  ]^b  4-  cpc  —  (-^Zir)  ^''J 


Hain:   üeber  eine  Verwandtschaft  ersten   Grades. 

Vergleicht  man  diesen  Wert  mit  dem  früher  gefundenen: 

O  ^  hc(bph  -f-  Cpe  —  Bopa) 


s  = 


«1 


80  findet  man: 


«1  = 


«p  — «1 


3<p 


ap 


Zugleich  ergibt  sich  der  Satz: 
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Die  Schwerpunkte  aller  Dreiecke,  welche  mit  einem  gegebenen 
Dreieck  ähnlich  liegen  und  einen  gemeinsamen  AehDlichkeitspunkt 
besitzen,  liegen  auf  einer  Geraden,  welche  durch  den  gemeinsamen 
Aehnlichkeitspunkt  und  den  Schwerpunkt  des  Urdreiecks  geht. 

Wien,  November  1880. 
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XXI. 


lieber  magische  Quadrate  und  ähnliche 

Zahlenfiguren. 


Von 

Dr.  Th.  Harmuth. 


I. 

Magische  Quadrate. 

Man  bezeichnet  mit  dem  Ausdruck  „magisches  Quadrat'^  bekannt- 
lich eine  Gruppe  von  m^  auf  einander  folgenden  Zahlen,  welche  in 
771  Reihen  von  je  m  Gliedern  so  geordnet  sind,  dass  die  Summe  jeder 
beliebigen  Horizontalreihe  oder  Vertical reihe  gleich 

.    2;  A  =  — i^-       ist. 

Zuweilen  wird  ausserdem  verlangt,  dass  jede  der  beiden  Diagonal- 
reihen diese  Snmme  haben  soll.  Im  Folgenden  ist  diese  Forderung 
unberücksichtigt  geblieben.  Die  Lösung  gestaltet  sich  sehr  verschie- 
den, je  nachdem  m  eine  der  drei  Formen  2n-\-l^  4n,  4*1  +  2  an- 
nimmt. 

1)  m  ungerade,  also  =  2»+!. 

§  1.  Für  diesen  Fall  ist  eine  Herstellungsregel  (,wclche  Obrigens 
auch  die  Diagonalreihen  berücksichtigt')   bekannt.    Sie  lautet: 

Man  setzt  unmittelbar  unter  das  mittelste  Feld  die  Zahl  1  und 
gellt  dann  in  der  natürlichen  Zahlenfolge  rechts  abwärts  weiter.   Wo 


.  I 
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nngeföhr  dem  §  3.  entsprecheo  würde,  lässt  sich  folgendennanea  an- 
geben. 

Von  der  für  Ä;  =»  1,  also  n  =»  4  gefandenen  Ghnndform 

1  6  11  16 

10  13  4  7 

15  12  5  2 

8  3  14  9 

die  einstweilen  korz  mit  (1,16)  bezeichnet  werden  möge,  anagdieDd 
bilde  man  die  diesem  entsprechenden  allgemeineren  Quadrate 

(17,32)    (33,48)    (49,64)  . .  .  (16A+1,  16^1  +  16) 

worin  X  =»  (2p~  1)^  —  1,  p  ganzzahlig  anzunehmen  ist  X  hat  den- 
nach  SQCcessive  die  Werte 

A  =  8,    24,    48,    80,    120,    168,    224  . . .  (2p+l)«— 1 

Für  diese  Werte  ordne  man  die  einzelnen  Gruppen  entsprechend  dea 
Elementen  eines  Quadrates  mit  der  Grundzahl 

3,    5,    7,    9,    11,    13,    15  ...  2p+l 

um  geradsteliige  Quadrate  mit  den  successiven  Grundzahlen: 

12,    20,    28,    36,    44,    52,    60  . .  .  8p+4 
zu  erhalten. 

Um  das  Quadrat  für  die  Grundzahl  8  zu  erhalten,  stelle  man 

zusammen: 

(1,    16)    (49,  64) 

(17,  32)    (33,  48) 

und  vertansche  dann  wieder  in  vier  nach  Massgabe  des  vorigen  §  zu 
bestimmenden  Ilorizontalreiheii  diejenigen  Glieder,  welche  gleicbweit 
vom  Ende  stehen.  Bei  Benutzung  der  vier  mittelsten  Reihen  erhftlt 
man  dann: 


1 

6 

11 

16 

49 

54 

59 

64 

10 

13 

4 

7 

58 

61 

52 

55 

50 

53 

60 

63 

2 

5 

12 

15 

57 

62 

51 

56 

9 

14 

3 

8 

48  43  38  33  32  27  22  17 

39  36  45  42  23  30  29  26 

31  28  21  18  47  44  37  34 

24  19  30  25  40  35  46  41 


=  <2(8) 


62  51  46  35  29  20  13 

5  12  21  28  38  43  54 

60  53  44  37  27  22  11 

7  10  23  26  40  41  56  67 

58  55  42  39  25  24      9 


■<J(8) 


Der  aUgcmoinc  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Anordnung  ist  in  fol- 
gender Weise  zq  führen: 

a.    Für  die  Verticalreihen. 

In  der  ersten  Verticalreihe  stehen  die  Zahlen: 

[l+3+5+...2»-l]-H4»H-C4"»-2)+(4»»-4H-...(4»«-ä;=2)] 
=  „>  _|_4„i_(2+4+...2«-2) 

=  »'+4n'— n(n— 1)  =  4n'+n,  oder  weil  ■  —  g  i«t 


ncklics  die  verlangte  Summe  ist    In  der  letzten  Verticalreihe  da* 

gegen  stehen: 

[2+4+6+...2n]+[(4«»- 1  )-j-{4«^3H-(4™»-5)+...(4»i»-2';r=l)] 

il.  b.  in  der  eiur-n  Hälfte  ist  jedes  Glied  nm  1  grösser,  in  der  andern 
um  1  kleiner  als  ein  eutäprceliondos  Glied  der  ersten  Verticalreihe, 
die  Gesammtsunimc  beider  Reihen  muss  demnach  dieselbe  sein. 

In  der  vorletzten  Vertiealreibc  stehen: 
[(2,,+l)+(2n+3)+(4»-l)]+[(4»='-2-0+(4n»-M:2)+(4»>-2M4i 
+..,— (4n*— 4»=^] 

d.  h.  II  Zahlen  sind  nm  je  2»  grösser  und  n  Zahlen  um  je  2i«  klräier 
als  die  entsprcchondeu  in  der  ersten  Verticalreihe,  Die  zweite  Ver- 
ticalreihe mit  der  Summe: 

f(2H+2)+(2«+4)+...+4n)]+r(4..>i-2;H=l)+(4«»-2M=3) 

+(4«*-2BH-5)+.,.+(4™«-ii^) 

steht  zur  letzten  in  derselben  Beziehung. 
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Stellt  man  das  System  vollständig^  anf,  so  findet  man,  dass  der 
Beweis  für  die  uugeradstelligen  üorizontalreihen  analog  der  ento, 
für  die  geradstelligen  analog  der  zweiten  zn  führen  ist 

§  7.    Eine  der  vorigen  ähnliche  Lösung  ist  folgende: 

Man  ersetze  die  Zahlen 

1,  3,        5       ...2n--l  d.  Reihe  nach  durch  1,        2,         8,      ..m 

2,  4,  6  ...2n  „  „  „  „  «+1,  «+2,  M+S^A 
2n+l,  2n+3;  2Ti+5...4n-.l„  „  „  „  2n+l,  2n^2,  2m+9^JU 
2/1+2, 2»i+4, 2n-f6...4n      „      „         „        „     3n+l,  a»+2,  an+S-wii 


n.    s.    w. 


Q(S) 


Für  n  »  4  oder  k  =  2  hat  man  dann  das  Beispiel : 

!    1  16  17  32  37  44  53  60 

64  49  48  33  28  21  12  5 

2  15  18  31  38  43  54  59 
63  50  47  34  27  22  11  6 

3  14  19  30  39  42  55  58 
62  51  46  35  26  23  10  7 

4  13    20    29    40    41    56    57 
'  61    52    45    36    25    24      9      8 

Für  die  Verticalreihon  ist  der  Beweis  direct  auf  den  vorigen  Fall 
zurückzuführen,  da  hier  wie  dort  je  zwei  auf  einander  folgende  Glie- 
der joder  Verticalreihc  die  Summe  4u*-t-l  haben;  da  n  solcher  Paare 
vorhaudon  sind,  ist  die  Gesammtsummo  An^-^n.  Dagegen  stehen  in 
dou  Horizoutalreihen  Paare,  deren  Summe  abwechselnd 

•in^  —  n-^l   und   4w*+n  +  l   ist. 
Die  Gesammtsumme  ist  also : 


n 


(8n«  +  2)  =  4»3-|-n. 


§  8.    Eine  andere  ebenfalls  für  jede  Grundzahl  m  — »  4Är  anwend- 
bare Auflösung  tiudet  in  folgender  Herstellungsregel  Ausdruck  : 


Man  schreibe  in  die  ersten    .     Felder  der  ersten   Vjerticalreihe 

4 

die  ersten    .    ungeraden  Zahlen;   in   die   direct  darunter    folgenden 
[^  Felder  der  letzten  Verticahreihe  die  folgenden  «  ungeraden  Zab* 
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SO  umgestellt  werden  kann ,  dass  nicht  zwei  Glieder  derselben  HorW 
zontalroibe  oder  Yerticalreihe  denselben  vorderen  oder  hinteren  Inda 
behalten.  Diese  Aufgabe  ist  nach  §  2.  und  4.  lösbar  filr  solche  n, 
welche  entweder  ungerade  oder  durch  4  teilbar  sind. 

Die  Herstellungsregel  für  die  Kuben  würde  demnach  sein: 

Bezeichnet  man  die  Glieder  von  Q(fi)  mit 

ai.i     ai.2     .  .  .     ai,n 
08,1     0243     .  .  .     a2.11 


Oft,!     aii.2    .  <  .     OMtih 
so  dass  also: 


«!(»*+ 1) 


Oi,i  +  ai.2+...  +  <KM  ■*  oM+a2,»  +  ...  +  ai»jk  —         o 
»  ==  1,  2,  3...n     ik«  1,  2,  3...n 
80  stelle  man  folgendes  System  auf: 

A\,i^ai,i  n*-(-ai,2  2n*+ai,3    ...    (n  —  2)n*+oi.H-l   (n  —  l)n*+«i.ji 
Ai,2^a2,i  n^+<»2,2  2n*  +  a2,8   ...    (n  — 2)n*+a2.n-l  (n — l)n'-{~^» 

Ai,n^an,i  w*+Oh,2  2»^+^»»^     ••  (^ — 2)n*+an,H-l  {«  —  l)fi*+a«.» 

^2.l^n^  +  flri,l   2M*-f-«l.2  3»^  +  ai,3  ...  (m  — l)n*  +  ai,M_i    ai.» 
-^2,2  ^  w^  +  a2.i  2n2+«2.2  3M=^+a2,3  ...    (w— l)«^+a2,M-i  a2,n 

-42.n  ^  W^+«n,l    27l2-f"^'/^  37i2-(-aM,3  ...    (»  —  l)n*+ «>«»~— 1    <*»." 

yl3,l  ^^  2n2  +  m.l    57i^  +  <7i,2  4//^+"1.8   •••    'U.H-1    «*+«l,w 
^3,2  ^  2w*+a2,i  3m*  +  «2.2  4w^+a2,3  ...  «2,«-l  »^-|-02.M 

^3,H^2n*  +  ^»l  3n^  +  aM,2  4n^  +  aH3  ...  Oh.h-I  n^'{-an,n 

•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  * 

•  •  •  ■  •  * 

An,l  =  (h— l)n*4-«l.l   «1.2  «^+«1.3  ...    (w— 3)«^+ai,M-i  (n — 2)n*4-fll.« 
-4m;2^  (n— l)n*+a2.l  «2.2  w^+^'^.a  ...  (u— 3)n*+a2,H-l  (n— 2)fi*-f-«2,ii 

yl„,H  =  {n—l)n^-\-(ht,l  fln.2  /<^+fln,3   ...  (n— 3)n^+aM,H-l  (»* — 2)i»*+a»^ 
und  ordne  die  Ai,k 

nach  §  1.  oder  2.  für  den  Fall  n  =.  2A  +  1 
„     §  4.  „       „       „      n  —  4i 
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XXII. 

Zur  Zerlegung  einer  rationalen  algebraischen 

Function  in  Partialbräche. 

Von 

Dr.  Heinrich  v.  Hoepflingen-Bergendorf 

in  Wien 


Bei  der  Theorie  der   Zerlegung  einer  rationalen  algebraiadien 

f(x) 

Function  .r--  kommt  bekanntlich  nur   der  Fall  zur   n&heren  Be- 

trachtung,  dass  jene  Function  eine  echt  gebrochene  ist  Wir  können 
somit  als  allgemeinste  Form  dieser  Function  identisch 

fix)  an-ig**"^+<^-2^**~^+  ■-  +Q>^*+<h^+qo 

setzen.  Sind  nun  r^,  ü^,  ^3  ...  an  die  n  Wurzeln  der  Gleichung 
F{a')  =  (»,  und  kommt  keine  dieser  Wurzeln  wiederholt  vor,  so  er- 
folgt liio  Zerlegung  in  der  bekannten  Form 


^  F{x)       X  —  «1    •    X  —  «2  * — •'"-1       *  — 


wo  ylj,  A^^  ^3  ...  Ah  n  zu  bestimmende  Constanten  sind.  Wfthkm 
wir  zur  Bestimmung  dieser  Constanten  die  Methode  der  imbcstimmtad 
Coefücienten,  so  müssen  wir  uns  zunächst  die  Gleichung  bilden: 

(y)    /(a:)  =  ^,[(ic  — a,)(ir— «a)  ...  (x  —  Ou -2) (x  —  On-i) (x  —  On)] 
+  ^8[(a;  — a|)(ic  — «3)  ...  (aj—-an-l)(«--aH-l) («  —  «»)] 

+ 

+ 

+4n-i[(a;—ai) («—«»)  ...  (x  —  «H-a) («  —  «»)] 
+  ^H [(«  —  «1) (^  —  «i)      ...   («  — of|,-2)(«— -cr„-.l)]. 
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Weudeu  wir  nun  dieses  Verfahren  auf  ^f'  an,  indem  war  dfe 
dritte  HorizoDtalzcilc  zerlegen,  und  fahren  wir  so  fort  bb  die  tc»^ 
letzte  Zeile  zerlegt  ist,  so  erhalten  wir: 


(3) 


^' 


1 

1        ... 

1 

1 

«1 

ffj 

«»—I 

«» 

o.Ci" 

ÄjCj*    .  •  . 

«n-lG.-!* 

•bCW' 

■              •              • 

rr^Cj       .  .  • 

an-lC^^l" 

«•Gl" 

■        •       « 

•              •              • 

*0 

*• 

•        •        • 

»0 

«1 

«» 

«»-1 

«> 

Führen  wir  hier  in  der  dritten  Horizontalzeile  fbr  die  verachiedeiiea 
C  ihre  Werte  wieder  ein,  so  ergiebt  sich: 


(4)    ^f'«- 


1 

«2 


1 
«n 


«1(01,-1  -f  «1 )      «l(*n-l  +  «7      ...      «»(^N-l  +««) 


wo  (nach  Zerlegung  der  dritten  Horizontalreihe) 


(5) 


^s'  =  —  bn-l 


nnd 


(6) 


^«'  =  - 


a,     »2     . ,  . 

tffi 

CTj       CT}       ... 

«n 

wie  oben 

•         • 

0 


«. 


2     «2 


sind. 


wie  oben 


Verfahren  wir  nnn  ebenso  mit  der  vierten,  fünften  n.  b.  f .  mdr 
lieh  mit  der  vorletzten  Horizontalzeile,  so  erhalten  wir,  wenn  wk 
überdies  aus  der  letzten  Zeile  öq  herausheben: 


Die  Deten 
Btanten  Aj,  A, 
der  Determiai)] 
statt  der  1,  a 

«•-Ii  Ob-.)  .  .  , 
Bicli  im  Allgem 
I^DDg  in  DDte 
rang  der  Ansabl  Ton  Detenafumte«  g 


Abu.  ä.  Bmi.  Verslgleht  nun  d«i  BMobil,  dM  wal  Ammm  Wofi  fß 
□iMuiid  nieheB  vird,  nh  den  bakannten  Andiwk  dM  rkillilfciwiifci.  m  « 
rieh  die  Tontebead«  BMfamB(  tta  Bnnb  «Imi  ^lUthllB,  MknnlM  Di 
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Miscelleii, 


1. 

Eine  Tängrentenconstruetion  zur  Astroide. 

Es  sei  gegeben  eine  gerade  Kante  /*,  in  dieser  die  Punkte  m  s  «, 

eren    gegenseitige    Entfernung    d{m *)  «  6{s n)  «=  « 

eträgt. 

Die  Punkte  m  und  s  bewegen  sich  längs  der  sich  normal  durch- 
ßliQeidenden  Geraden  X  Z. 

Dann  beschreibt  bekanntlich   der  Punkt  n  eine  Ellipse  E  von 

a  ^xenlängen  a,  2a,  die  aufeinander  folgenden  Lagen  «7*,  ^P,  *7^ . . . 

...  der  Kante  umhüllen   eine  Astroide.     (In  Fig.  1.   wurde  die 

Pieroberfläche  als  die  Ebene  der  Geraden  X  Z  aufgeüasst,  und  die 
z^lnen  Lagen  der  Kante,  als  auch  die  dieselben  umhüllende  Astroide 
robildet). 

Die  so  erhaltene  Figur  (Fig.  1.)  wollen  wir  nun  räumlich  wie 
rt  interpretiren : 

Die  Axen  ^  Z  der  Ellipse  E  betrachten  wir  als  die  X-  und 

^^e  des  orthogonalen  Coordinaten-Systems;  die  Linien  E^  X^  Z^ 
^  dann  die  Aufrisse  der  in  der  Verticalprojectionsebene  enthaltenen 

^Pse  E  und  der  Coordinatenaxen  Ä,  Z;  01,2  der  Grund-  und  Auf- 
^   der  Coordinatenan&ngs. 

Jede  zwei  parallele  Bildgerade  z.  B.  ^P,  und  ^P^  können  als 
^^^nd-  und  Anfriss  einer  Gmulen  a<7>  betrachtet  werden^  welche  di^r 


H22  MhcelUn. 

KIlipst»  E  in  doin  Punkte  "w,  eine  Gerade  ^I,  die  in  der  Halbinmgs- 

rlii-ne  IIx  *)  liegt,  im  Punkte  f'M  trifft. 

Aus  der  Parallelität  der  Bildgeraden  '^7',,  /*i\  geht  ausserdem 

liervür,  dass  die  süniintlicheu  Geraden  "/'  zur  Ilalbirangsobene  H*x 
parallel  sind,  folf^'üch  einem  geraden  Konoide  augehöreu. 

Die  Grund-  und  Aufrisscontour  dieser  Flftche  sind  oongmente 
Astroiden.  die.  mit  der  schon  erwähnten  zusammenfallen. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  ans  dem  Bildpunkte  o,  zu  di(^ 
ser  Astroide  die  TangcMiten  zu  eonstmiren. 

Da  diese  Astroide  von  den  Grundrissen  aller  Geraden  unseres 
Konoids  tangirt  wird,  kimnen  umgekehrt  alle  geradlinigen  Tangenten, 
t'ulglich  auch  die  von  uns  gesuchten  als  Grundrisse  von  Mantelliniei 
des  Konoids  aufgefasst  werden. 

Diese  Mantellinien  müssen,  da  die  Grundrisse  den  Bildpnnkt  o, 

enthalten  sollen,  die  horizontalprojicireuile  Gerade  ^a,  deren  Gmud- 

riss  mit  '/j  zusammenfällt,  treffen. 

Ks  ist  folglich  zur  Lösung  unserer  Aufgabe  notwendig  diejenigen 

Mantellinien  des  Konoides  zu  ermitteln,  welche  die  Gerade  Za  durch- 
schneiden. 

Alh'  Geraden,  wrlclu*  Z„  und  -I  schneiden  und  zur  Ilalbirungs- 

«Immic  U\  i)arallel  sind  hilden  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Para- 
boloid.  Dil'  gi'suchten  (loradeu  liefert  der  Schnitt  desselben  mit  dem 
Konoide. 

Um  diesen  Schnitt  zu  erhalten,  bedienen  wir  uns  der  Vertical- 
pr()j<"cti()nsel>enr. 

Dirse  schneidet  das  Konoid  in  der  Ellipse  /■;,  das  Paraboloid  in 

einer  gleichseitigen  IlyixThel  //,  die  durch  den  Punkt  o  hindurch- 
geht, und  deren  Asymi)toten  wir  leicht  ermitteln  können. 

Die  zur  Verticalprojectionsebeue  parallelen  Geraden  des  Pars- 
holoids  sind  die  Z„  un<l  dann  die  Gerade  r,  welche,   da  sie  in  der 

llalbiruiigsebene  Hx  enthalten  ist  und  Z,  schneidet,  leicht  auf/utinden 
ist.  (Ihr  Horizontalahstand  gleicht  dem  Verticalabstande  der  Gera- 
den X,i). 

Die  Verticaltrace  der  durch  Z»  bestimmten  Verticalprojections- 

♦)  Vorgl.  Fiojlb'i-,   Darst.  Goomotric. 


Pcriphcriewiukel  c^  r/,  .  .  .  der  Kroisliuie  K  einander  gleich  sind^  so 
müssen  auch  die  Winkel  hc^c^^  f^^l^fh^  .  .  .  einander  gleich  sein.  Die 
Sdieitcl  r^,  tL^  .  .  .  der  zuletzt  genannten  Winkel  befinden  sich  aber 

auf  der  Kreislinie  K^^  und  ihre  Sclicnkel  Äe*^  bd^^  .  .  .  schneiden  sidi 
im  Punkte  b  derselben  Kreislinie,   folprlich  mflsson  auch  die  übrigen 

Schenkel  f^r-j,  tUtl^^  .  .  .  im  Punkte  /'  der  Kreislinie  K^^  sich  schnei- 
den. Kiullii'h  sind  »lie  Winkel  ar.j\  «'/./,  .  .  .  auch  einander  gleich, 
denn  sie  sind  gl(;ich  (ivw  Winkeln  /'*y':;.  btl^L^  •  •  .,  und  weil  ihre 
Schenkel  in  zwei  festen  Punkten  a  und  /*  sich  treffen,  so  müssen  ihre 
Scheitel  ^3,  r/.,.  .  .  .  auf  einer  Kreislinie  A3  sich  befinden. 

Was  die  BestimninuK  des  Mittelpunktes  /»;.  des  Kreises  K^  be- 
trifft, hat  man  /u  berücksichtigen,  duss  die  Tang:ente  ae^  dos  Kreises 
A"  im  Punkte  n^  da  sie  mit  d<Mn  Kreise  zwei  zusammenfallende  Punkte 
a  und  e  fremoin  liat,  auf  den  Kreisen  AT,  und  A^  auch  zwei  zasammen- 
fallende  Punkte  ^,  und  r.,  bestimmt,  und  dass  sie  also  als  eine  ge- 
nieinschaftliche  Scrante  der  Kreise  A",  und  A'j.  erscheint.  Nun  er- 
kennt man.  dass  <l('r  liadins  nn  und  die  Verbindungslinie  ti^s^  der 
Kreismittelpunkte  s^^  s.  auf  der  gemeinschaftlichen  Seeanto  ae^  senk- 
recht  stehen,    und  dass  daher  fif^  parallel  zu  äj*;,  ist     Wird  aus  den 

conurneiiten  Dreiecken  tnifi,  s^ufs.^  auch  Gleichheit  der  Strecken  «,^;^.  iw 
erwiesen,   so    kann    dc^r   Mittelpunkt  x.,    entweder  durch   den   Schnitt 

der  Geraden  bs^  (parallel  n^j).  s^s..  (parallel  a*),  oder  durch  *j^3  gleich 

und   parallel  r/^   bestimmt    werden.     In  ähnlicher  Weise  könnte  man 

beweisen,  dass  die  ^gemeinschaftliche  Secante  ng  der  Kreise  A'  und  K^ 

den  Kreis  A',   im  Punkte  n  berührt,  und  dass  m*!^  «gleich  und  parallel 

its^  ist. 

Ebenso  winl  dor  Hewels  ;i<'li<-fert.  ihiss  die  Punkte  c^tl^  ...  auf 
einem  Kreise  A'i  liefen.  wehrJur  durch  die  Punkte  n  und  e^  geht, 
nn<l  desst'n  Mitteli)nnkt  s■^  so  erhalten  winl,  rlass  j?,.Vj  ;^loich  und 
parallel  (i.s  troniacht  winl. 

Ans  dem  Vorij^'cn  erhiill  mau  aneh  tolgenth^  Sätze,  von  deren 
Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugen  kann. 

2.  Ist  ein  Dreieck  //♦',</  jj^eireben.  und  werden  drei  Kreise  A*,  /Tj, 
A';5  so  construirt.  dass  A'  durch  (f  geht  und  die  Seite  ae^  in  a  be- 
rührt. A",  durch  /,  geht  und  die  Seite  ag  in  n  tangirt,  und  dass  K^ 
\(im  Dreiecke  ae^ff  umschrieben  wird,  so  hat  man  für  eine  beliebige 
durch  t/  gelegte;  Gerade,  welche  die  Kreise  A',  A'j,  A'.  in  den  Punk- 
ten r-,  f,.  '3  schneidet,  nc  -=  r^r^.    Im  Falle,  dass  das  Dreieck  ae^g 


i 
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g       *    ^  —  4  mod.  p 

oder 

g       2  4.2«  =  0  mod.  p 

— -t 

Da   — ^—  eine  gerade  Zahl  and  jede  angerade  Zahl  rdafi?  pni 

za  2  ist,  folgt  der  Satz,  dass  jede  Primzahl  p  =  iw-f-l  Samme  iwder 
Quadrate  ist,  direct  aus  dem  oben  angefahrten. 

Sind  femer  g  and  y  zwei  primitive  Warzeln  von  p,  welche  relatiT 
prim  za  einander  sind,  so  ist 

g  2   ^—1    and    yP-^^+1  mod.  p 


also 


£benso  ist 


also 


<7  2  -{-yp-i=0  mod.  jj 
^i»-i=-j_j[    und    y2   ^  —  1  mod.  p 

flfi»~i-{-y  2^0  mod.  p 


wodurch   der  Satz   ebenfalls  auf  den  a.  a.  0.   befräesenen  znrftck- 

geführt  ist. 

Th.  Harmnth. 


4. 

reber  die  Ausdehnnng  der  Kepler^sehen  Gesetse. 

Fortsetzung  zu  S.  112. 

Bezeichnet  T  die  ümlaufszoit,  entsprechend  einem  Intervall  der 
M  von  4  Rechten,  so  hat  man: 

yT=2Rab 

Nach  dem  4.  Gesetze  muss  sein: 

cT  —  2RaS 

wo  c  für  alle  Planeten  denselben  Wert  hat.    Folglich  ist  notwendige 
Bedingung  der  Gültigkeit: 


y^  =>  c  - 


woraus : 


2cb^  a*  — e^cosV 

^  ^     a     (ab -\-btt cos li-^ aß srnfi)*  ^     * 
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2 
1 

m 

±0 

—  1 

-f 
—  2 

—  00 


V  -  ; 

V    a:     ; 

e 

e 

u 

w 

j 

V 

4 

ys 

V27 

h 

V256 

1 

« 

imaginäre 

Werte 

0 

0 

y27 

ys 

4 

2 

e 


e 


Aus  dieser  Tabelle  geht  hervor,  dass  sich  zu  jedem  Werte 
soferu  derselbe  positiv  und  grösser  als  +1  ist,  eine  Zahl  b 
lässt,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  a^  =  />".  Gleichzeitig  sieh 
dass  nur  ein  Wert  von  b  möglich  ist.  Denn  ist  z.  B.  a  =  y 
tindet  sich  diese  Zahl  zwar  in  beiden  Reihen,  die  zugehörige  ! 
lautet  aber  beidemal  y27.  Für  echte  Brüche  ist  jedoch  ent 
die  Zahl  b  imaginär  oder  die  Potenz  «*. 

Das  erhaltene  Resultat  ist  also :  Zu  jeder  positiven  Zahl  . 
grösser  als  -\- 1  ist  (mit  Ausnahme  von  c),  existirt  eine  von  ih 
schiedene  zugehörige  Zahl  ^,  die  so  beschaffen  ist,  dass  a*  =  ä 


Breslau,  den  16.  Dec.  1880. 


M.  Luxcnberg,  stud.  niatl 


8. 
Teber  die  Tangenten  der  hyperbolischen  Spirale. 

Wenn  der  Punkt  P  einer  hyperbolischen  Spirale  und  der 
P'  der  Kreisevolvente,    welche   von   einem   beliebigen    Paukt 


MüceUen. 
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r  X 

^*^rachse  beschrieben  wird,  demselben  Polarwinkel,  beziehungsweise 
^^^^ngswinkel  entsprechen:  dann  ist  die  Tangente  von  P  mit  dem 
^^iüsvector  von  P'  parallel. 

Ist  t  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  mit  der  Polaracbse  OX 
^^iet,  so  ist  bekanntlich 


tangt 


T  smM-f-rCOSf* 

dr  ] 

-j-  costt — rsinii 
du 


Fflr  die  hyperbolische  Spirale  hat  man: 


tt 


dr 
du 


W 


also  ist 


tang<  =^ 


a   .       .  a 
-3Sint*+-cosM 

a               a 
^  COS  tt sin  u 


w 


u 


oder 


tangtt — tt 
"   ^  l+«*tangtt 


Nehmen  wir  nnn  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  O  (Pol)  und  dem 
beliebigen  Halbmesser  b  an,  so  beschreibt  der  in  OX  gelegene  Kreis- 
pankt  A  eine  Kreisevolvente,  deren  Gleichungen 

X  =  Ä(cos  tt  -}-  w  sin  tt),     y  =  Ä(sin  u  —  u  cos  u) 

Bind«  wenn  der  Wftlzungswinkel  A'OA  . .  u  genannt  wird.  Der  Polar- 
winkel S  der  Kreisevolvente  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 


tang«  =  l 


sm  tt  —  tt  cos  tt 


d.  i.  hier  gleich  ^^,     ■     ,;^   -    Es  ist  also 
°         costt-f-ttsintt 

♦««„«        tangtt— tt 
^"«®  -  l  +  tttangtt  - 


tang< 


oder  Wkl.  ö  =  Wkl.  «,  womit  der  obige  Satz  bewiesen  ist. 

Da  die  Subtangente  OQ  der  hyperbolischen  Spirale  den  con- 
stantcn  Wert  —a  hat,  so  lässt  sich,  auf  obigen  Satz  gestützt,  die 
hyperbolische  Spirale  mit  ihren  Tangenten  leicht  construiren.  Audi 
lassen  sich  nun  einige  andere  Aufgaben  einfach  lösen,  z.  B.  die  Tan- 
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» 

genten  einer  hyperbolischen  Spirale  zu  ermitteln,  welche  dner  ge 
gebencn  Geraden  parallel  sind,  oder  den  Wert  a  zn  bestimmen,  wen 
ein  Punkt  P,  der  Pol  und  die  Polarachse  gegeben  sind,  etc. 

Eisenstadt,  im  Jänner  1881. 

Fr.  Schiffner. 


..Ji 


338     f'^ifcher:  Erweittrung  des  StüzeM  von  der  Sichel  de»  Arckimtiu, 


oder 


n 

8 


Ä-5-(c«— p«-3«), 


5-f[(p+3)«-(l>»+««)l 


oder,  da 


(1) 


pq  —  Ä«, 


womit  .der  Satz  des  Archimedes  erwiesen. 

2.  Wenn  man  den  Halbkreis  über  der  Hypotenuse,  sowie  fiß 
Halbkreise  über  BD  nnd  ÄD  zn  Kreisen  vervollständigt  und  wA 
um  jede  der  Katheten  AC  nnd  BC  Kraise  beschreibt,  welche  die  um 
BD  und  AD  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  in  den  PunkteA 
E  und  H  schneiden  mögen,  so  entstehen  die  krummlinigen  DrdeckA 
BEDKAWB  und  AHDLBWA,  welche  von  denselben Ereisünien  be- 
grenzt werden  wie  die  Sichel  ACDBA  und  an  Inhalt  bezilglich  den 
Flächen  der  Kreise  um  BC  und  AC  gleich  sind. 

Es  ist  nämlich,  wenn  wir  die  Fläche  des  ersteren  dieser  Dra- 
ecke  mit  S^  und  die  des  zweiten  mit  S^  bezeichnen, 


Si=  5-^  + 


8 


(y+g)' 

8 


n 


8  " 


oder 


Si 


8 


^ 


8 


8 


5i«  4(|>*+m) 


Äi 


TT 


7)C 


oder,  da 


(2) 


pc 


.2 


'S,  =  f«»; 


d.  h.  das  Ernmmlinige  Dreieck  BEDKAWB  ist   ao  Inhalt 
gleich  der  Fläche  des  Kreises  um  BC. 


Ebenso  findet  sich 


(3) 


-s,-r*'; 


d.  h.  das  krummlinige  Dreieck  AHDLBWA  ist  an  Inhalt 
gleich  der  Fläche  des  Kreises  um  AC, 
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-^0  — '  — ^'— 5— m— m' 
oder 

(7)  S+l+V^J^+m+m'-, 

d.  h.  die  Summe  der  Flächen  der  Sichel  des  Archimedes 
und  derMöndchen  dos  Hippokrates  ist  gleich  demsichol- 
förmigen  Dreiecke  Al'DJBWA^  vermehrt  um  die  das  bi- 
couvexc  Segment  begrenzenden  moudförmigen  Seg- 
mente; oder  das  krummlinige  Viereck  AFCGBEDHA  ist 
gleich  dem  sicholl'örmigen  Dreiecke  APDJBWA^  vermehrt 
um  die  genannten  moudförmigen  Segmente. 

5.  Um  zunächst  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der 
Sichel  ACBDA  von  der  Hypotenuse  AB  zu  bestimmen,  sei  a 
der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Halbkreises  über  BD  von  der 
Hypotenuse  AB^  ß  der  des  Schwerpunktes  des  Halbkreises  über  BD 
y  der  dos  Schwerpunktes  des  Halbkreises  über  AB  und  y  der  Ab- 
stand des  Schwerpunktes  der  Sichel  ACBDA  von  AB,  Der  Inhalt 
der  Sichel  ist  nun  gleich  dem  Inhalte  des  Halbkreises  über  AB^  ver- 
mindert um  die  Summe  der  Inhalte  der  Halbkreise  über  ^D  und 
HD^  und  man  hat,  wenn  man  die  Momente  dieser  Flächen  in  Bezug 
auf  AB  als  Axe  nimmt,  mit  Beachtung,  dass  der  Inhalt  der  Sichel 
gleich  dem  Inhalte  dos  Kreises  um  CD  ist,  die  Gleichung 

oder,  da 

indem  man  zugleich  rcducirt, 

3yÄ2;5  =  3;^^g  +  3pg* 

A^  =  pq, 
!/.pq.n=pq(p+q\ 

p+q 


oder 
oder,  da 

woher 


y  = 


n 


(8)  y==r-^- 

7» 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Sichel  von  der  Hypotenuse  ist 
also  nur  von  dor  Grösse  der  Hypotenuse  abhängig  und  unabhängig 
von  der  Grösse  der  Katheten. 

Für  den  Halbkreis  über  der  Hypotenuse  ist 
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^  2        ^2 

7.  Um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Sichel 
ACBDA  von  der  im  Pnnkte  A  auf  AB  errichteten  Senk- 
rechten zu  bestimmen,  seien  a',  ß'^  y'  die  Abstände  der  Schwer» 
punkte  der  Halbkreise  über  BD,  AD,  AB  und  x  der  Abstand  des 
Schwerpunktes  der  Sichel  von  der  Senkrechten  auf  AB  im  Punkte  A 
Man  hat  alsdann,  wenn  man  die  Momente  dieser  Flftchen  in  Bezog 
auf  die  Senkrechte  nimmt,  die  Gleichung 


«'=,+?.    U'-I.    /-' 


oder,  da 

ist,  wenn  man  einsetzt  und  reducirt 

oder,  da 
und 

2p\ +iJ^+ (Z^  H"  ^^5  =  /'^  ~f"  3p*3  -|-  3pg*  +  g', 
woher 

(10)    (  oder,  durch  die  Functionen  der  Winkel  ausgedrückt, 


I 


a;  =  T  (a .  sin  i4  +  3ä  sin  jB). 


Will  man  den  Wert  von  x  durch  die  Seiten  ausdrücken,  so  wird,  da 

5  «=  —     und    p  '^  —    ist, 

c  c 

4c  4<? 

Für    den   besonderen  Fall,    dass   das  rechtwinkelige    Dreieck  ABC 
gleichschenklig  ist,  wird 

a*       c 

^  =  -  =  -. 
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•"-r--^{.+i)-r'^ 


'    ""8  "  8     \^  »  2;      8  ""* 

oder 

oder  nach  Reduction 


9.  Gehen  wir  weiter  zur  Bestimmang  des  SchwerponkUi 
des  krummlinigen  Dreiecks  BEDKAWß^  so  ist  der  Inhalt 
dieser  Fläche  gleich  der  Fläche  des  Halbkreises  über  B£>,  yermehrt 
um  die  des  Halbkreises  über  AB  und  vermindert  am  die  des  Halb- 
kreises über  AD',  oder  in  Zeichen  ausgedrückt: 


-Si 

-»8»+g«-g«, 

oder,  weil  nach  61.  (2) 

-s.-!««, 

4" 

p«       ,   c«          «» 
-g»  +  g«-g«. 

Nimmt  man  die  Momente  dieser  Flächen  in  Bezug  auf  die  Hy- 
potenuse AB  und  benennt  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der  Halb- 
kreisflächen von  derselben  wie  vorhin  bezüglich  mit  a,  /?,  y^  und  den 
Abstand  des  Schwerpunktes  der  Fläche  S^  mit  y„  so  sind  die  Grössen 
tt  und  ß,  da  die  Schwerpunkte  der  Halbkreisflächen  über  AB  und 
AD  unterhalb  AB  liegen,  mit  negativem  Vorzeichen  einzuführen,  und 
man  erhält  die  Gleichung 


.2 


7t  J)  C  O 

Da  nun 


2c 
y-3n' 

ß- 

2? 
3» 

ist,  so 

wird 

H 

''  a«  -  ^P 
■4"        3« 

p'         2e 
8  '^      3» 

•g«-f 

2g 
3» 

g» 

oder, 

wenn 

man 

reducirt 

oder 

yj^ra* 

-  *(/>"-  c' 

+  2'), 

Tnlorlip 

h 

y,jra'  =  i(/>'- 

.p3_3p«^_ 

-  3pg«- 

-'/ 

+  5'i. 

lUI^^Ill^ 

u 

Vt  -- 

pa(p+i) 

na* 

Da 
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oder 


■"  4abn+Se* 
(18) 


(»■ 


4  hn+2e 

Aus  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung  ergiebt  sich 

4y'       en'\-4h 


oder 


c        A7r-|-2c 


y       4      ' 


oder 


oder 


y  ^ö 


(i+y^ß+i) 


d.  b.  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Fläche  S  von  der  Hypo- 
tenuse verhält  sich  zur  halben  Hypotenuse,  wie  sich  verhält  der  vierte 
Teil  der  letzteren  vermehrt  um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der 
Halbkreislinie  über  der  Höhe  von  dieser  zur  Summe  der  halben  Höbe 
und  des  Abstandes  des  Schwerpunktes  der  Halbkreislinie  Ober  der 
Hypotenuse  von  dieser. 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  sichelförmigen  Fläche  ^ 
von  der  Hypotenuse  ist  also  nicht,  wie  dieses  bei  den  Flächen  iS,  <^ 
und  S^  der  Fall  war,  abhängig  von  einer  Grösse,  sondern  von 
zweien,  von  der  Hypotenuse  und  der  Höhe  des  rechtwinkeligen 
Dreiecks. 

14.  Bestimmung  des  Volumens  des  Rotationskörpers, 
welcher  durch  Umdrehung  der  Fläche  S  um  die  Hypo- 
tenuse entsteht.  Bezeichnet  man  das  Volumen  dieses  Botatkn^ 
körpers  mit  F^,  so  ist  nach  den  Gl.  (16)  und  (18) 


j 
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XXV. 


Einige  Eigenschaften  der  Zahlen, 

welche  zum  Product  der  ersten  //  Primzahlen 

prim  und  kleiner  als  dasselbe  sind. 

Von 

Herrn  Dr.  Franz  Walla. 


I. 

Es  bedeuten  y,,  pj,  .  .  .  />«  die  ersten  n  Primzahlen  (;?i  =  2, 
p^  «»  3,    Ps  =  5,  .  ■  .)•,     ^M    deren    Product  2)jp^  .  .  .  pu\     (fu    -■ 
[  Ip^ — 1)(Pj — 1)  •  ■  •  (Ph  —  1)   die  Anzahl   der  im  Titel   benannten 
Zalilen  und  endlich 

arj,  ojj,  .  .  .  ar^^  (1) 

selbst  diese  Zahlen. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass 


/«— «"i  =  a-y^^_»+i, 


(2) 


wobei  it »  1,  2, . .  .  <;pm.  und  man  schliesst,  dass  die  erste  Hälfte 
['  der   Reihe   (1)    zwischen   0   und    s-»    die    zweite   Hälfte 

Pn 

swischen  -5-  und  Pn  liegt 


n. 

Indem  wir  wegen  (2)  nur  die  enta  HlUfee  der  Reihe  (1)  be 
tnuditen,  gelangen  wir  zum  folgenden  8»^ 


TaULZVX. 
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XXVI. 

üeber  gewisse  Systeme  von  Kegelschnitten, 

die  mit  einander  projectivisch  sind, 

und  deren  Erzeugniss. 

Von 

Herrn  Dr.  Eduard  Mahler. 


Es  sei  K-\-  XK^  =  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnittbüschcls, 
so  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Tangentenpaar  an  irgend  einem 
Elemente  dieses  Büschels  harmonisch  geteilt  wird  durch  das  Tan- 
gentenpaar  an  einem  der  Fundamentalelemente  —  etwa  JT  «=  0  — 
ein  Kegelschnitt;  für  jeden  andern  Kegelschnitt  des  Baschels  be- 
kommen wir  einen  andern  Kegelschnitt;  wir  haben  somit  ein  ganzes 
System  von  unendlich  vielen  Kegelschnitten,  von  welchem  jedes  on- 
zelno  Element  einem  bestimmten  Kegelschnitte  des  Büschels  ent- 
spricht.   Welches  ist  die  Gleichung  dieses  Systems  von  Kegelschnitten? 

Der  Einfachheit  halber  denken  wir  uns  die  beiden  Kegelschnitte 
A'  =  0  und  K^  =  0  auf  das  gemeinsame  sich  selbst  conjugirte  Dreieck 
bezogen  und  zwar  seien  die  beiden  Gleichungen  von  der  Form: 

so  ist  die  Gleichung  des  durch  sie  bestimmten  Büschels: 


Systeme  von  Kegelschnitten. 
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Nach  AasmnltipHciren  nnd  gehörigem  Beduciren  geht  B)  über  in*) 


2K--X  (^  +  ^  ^.^\      ;tJS:'+  -^F'  ^  0 

wenn  der  linke  Teil  der  Ol.  C)  gleich  F  gesetzt  wird. 
Die  Gleichnng  des  gegebenen  Büschels  war: 

K—XK'^0 


D) 


daraus: 


^^  K' 


Setzt  man  dies  in  D)  ein,  so  bekommt  man  die  Gleichung  des  Er- 
zeugnisses von  A)  und  B).    Man  hat  nämlich: 


oder 


2K^^Sk(^  +  ^  +  ^)  +  K^]+-^^,F^0 

V«!  «2  «8/ 


«1«2«3 


oder 


*)  Es  mögen  diese  Operationen  hier  ausgeführt  werden.     Vor  Allem  geht 

B)  über  in 

«i'^l^ffsCfg  — A(€f2-f  as)}.(of,«— OjA) 

+  x^'^2aj^a^  —  ^(«3+ «^».(ag«  —  a^X) 

oder 

2oiS«3«i'*+2a2«a3aiX2'2  -j-  2a3«aja2a:3'«—  2aia2a8A(xi'2  +  2^2'^  +  ^3'^) 
—  Ai(ai*«2  +  ai^ff3)a;i'2+  (of,«a3+  a2^ai)«2'*  +  («3*«i  +  '^3S)a"3"1 

oder  durch  aia^a^  dividirt: 


l\«3^«2  «1/  \«8^«1     '^«2/^ 


2 


+  (?^+?^4-?^V  '2_(^  '2+      /2^       '2)1        2Air'+—       =  0 


oder 


«1«2"8 


oder 


l«l  «2  «8  )^«l«2«8 


0 


X 
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K^^--KKi^  +  L  +  L\  +  jK?L_o  E) 

(1.  h.  das  firzcugniss  des  Büschels  A)  und  des  Systems  B)  ist  diie 
Curve  6ter  Ordnung,  die  in  den  Kegelschnitt  Z«  0  and  die  duth 
£)  ausgedrückte  Curve  4ter  Ordnung  degenerirt 

Wenn  wir  E)  entwickeln,  so  haben  wir: 

(^1*  + V+^3^)«  -  («A*+  «,^2*+«3's*)  (^l«+^*+^«)  (s^+^+y 

oder  nach  einigen  Reductionen: 

Sucht  man  nun  die  Schnittpunkte  dieser  Cnrre  4ter  Ordnug 
mit  den  Seiten  des  Fnndamentaldreiecks,  so  hat  man  bekanntlich  die 
letzte  Gleichung  cooxistircnd  zu  betrachten  mit  resp.  X)  —  0,  a«  -—  0, 
xi  =0. 

Setzt  man  aber  X3  =  0,  so  erhält  man  folgende  in  x^,  x^  biqna- 
dratischc  Gleichung: 

'.'(::+=;)+ve+=;)-.v(.5+5+.5+^;-.)-. 

welche  die  4  Schnittpunkte  der  Curve  mit  ar^  =»  0  bestimmt. 
Setzen  wir 

2—+    -  +  2—  +  —  — 2 
so  ist: 


«2  «3  «1  «3 


gi_   ,  l/c±Vc^-AAB 

x^       —^  2A 

Nun  gibt  aber  der  letzte  Ausdruck  das  Teilverhältniss  der  Schnitt- 
punkte der  Curve  mit  X3==0  bezüglich  der  beiden  auf  a;3""0  gelegenen 
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L     \«1        ««    '    «8/  J  «1«1«8 


0 


I 


0,  2ä,  ^\k(L^L^L\^^'\    ^ 

L    \«1     ««     «8/  J     «i««ff>i 

F,    -[Jf'(a,H-«,+a3)+JS:],  2jr%  0 

0,  F,  -[Ä'(«i+«,  +  a^)  +  r|,        2Jr' 

Wie  man  sieht,  ist  dasselbe  eine  Corve  8ter  Ordnung;  ntchdea 
aber  in  der  Gleichung  derselben  nur  gerade  Potenzen  von  x^,  %,  S| 
vorkommen  (indem  K,  K\  F  solche  Functionen  2ten  Grades  sind, 
die  keine  ungrade  Potenz  von  x^,  o^,  x^  enthalten),  so  bekommen  wir, 
indem  wir  a*s  =  0  setzen  und  somit  die  Schnittpunkte  der  Gnrve  mü 
der  betreffenden  Seite  des  Fundamentaldreiecks  suchen,  zor  Bestiii- 

mung  der  Letzteren  eine  Gleichung  4ten  Grades  in  (-^  j  ;  sind  dahcf 

die  Lösungen  dieser  Gleichung  4ten  Grades  aj',  a^',  a^^,  a^\  sonad 
die  8  Schnittpunkte  der  obigen  Curve  mit  x,  —  0  gegeben  durch: 

±««1 

^  ~     1    ±  «8» 

±«4» 

d.  h.  die  8  Schnittpunkte  gmppiren  sich  in  4  Punktepaare,  von  deneo 
ein  jedes  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  harmonisch  geteilt  wird. 

Wir  haben  somit  den  Satz: 

„Wenn  man  das  Erzeugniss  jeuer  2  Systeme  von  Kegelschnittea 
sucht,  von  denen  das  eine  so  beschaffen  ist,  dass  das  von  einem 
Punkte  irgend  eines  Kegelschnitts  dieses  Systems  an  den  entsprechen- 
den Kegelschnitt  des  Büschels  K—kK'=  0  gezogene  Tangentenpaar 
harmonisch  geteilt  wird  durch  das  von  diesem  Punkte  an  JT  «=  0  ge- 
zogene Tangentenpaar  und  das  andere  System  dieselbe  Eigenschaft 
gegenüber  dem  Büschel  bezügl.  K'  =-  0  hat,  so  bekommt  man  eine 
Curve  8ter  Ordnung,  die  die  Seiten  des  dem  gegebenen  BOschel  sich 
selbst  conjug.  Dreiecks  in  4  Punktepaaren  einer  Involution  schneidet, 
deren  Doppelpunkte  die  Dreiecksecken  sind." 

Wien,  den  26.  Januar  1881. 


«1 


1 
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0       b 
Es  ist  dies  übrigens  auch  aas  dem  Ornnde  klar,  da  ->  »  ü 

die  Bedingung  ist,  welcher  ein  Cnrvenpunkt  zu  genOgen  hat,  wenn 

er  ein  Wendepunkt  sein  soll;   nun  ist  aber  die  Gerade  eine  Corre 

mit  lauter  Wendepunkten,   daher  sämmtliche  Punkte  derselben  &a 

a        b 
Bedingung  ~f  ="  ü7  genügen  müssen. 

Wir  wollen  jetzt  die  Curve  betrachten,  in  deren  sftmmtlichei 
Punkten  der  Krümmungshalbmesser  derselbe  ist  Es  ist  dies  der 
Kreis. 

Soll  in  allen  Curvenpunkten  der  Krümmungsradius  gleich  g  sein, 
so  müssen  sämmtliche  Curvcnpunkte  der  Gleichung 

p«  [®€/tt«+  2%dudv  +  ®dv^  =  .Beil»« + 2FHudv  +  Odt^ 

genügen,  d.  h.  es  müssen  alle  Curvenpunkte  der  Gleichung 

Genüge  leisten,  es  ist  dies  also  die  Differentialgleichung  eines  Kreises 
mit  dem  Radius  q. 

Nun  kann  dieser  Gleichung  auf  viele  Arten  genügt  werden;  im 
Allgemeinen  aber  kann  sie  nur  bestehen,  wenn 

QiSLdu-]^ a* dv)  =«  (idu'\-a'do 
und 

Q{\)du'\-V dv)  «  bdu+h'tlv 
ist,  d.  h. 

a  —  a^,    a' — q!q 


0 


ist  die  Beziehung  zwischen  den  Grössen  u,  v  eines  Kreises,  oder  die 
Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Radius  q  in  unserem  allgemeinen 
Coordinatensysteme. 

Wien,  den  2.  Decbr.  1880. 


^1 
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Hoppe:   Wähung  eines  von  einer  TangentettfUUkt 


Ein  zweites  Axensystem  der  x^^st  werde  gebildet  von  der  Tta- 
gentc,  Hanptnormale  and  Binormale  der  Cnrve  a  im  Pankte  P,  ud 
x^yfy  seien  die  Coordinaten  von  Pf.  Hinsichtlich  der  Flüche  nad 
jene  Axen  die  2  HauptkrQmmangstangenten  and  die  Normale.  Ihre 
Richtangscosinas  gegen  die  x^  y,  z  sind  (gemäss  der  Giinreiitheone) 

/i     9i    ^ 

es  bezeichnen  r,  ^  den  Krttmmangs-  and  Torsionswinkel,  der  Acoeat 
die  Differentiation  nach  r.    Die  Coordinatenrelationen  sind  dann: 


««  ""/  («1—«)+^  (yi— y)+*  (%— *) 
a,  —  n«i  — ») +«»(yi  — y)  +» («1  — «) 


(1) 


Ein  drittes  Axensystem  der  x^%z^  sei  im  Raame  fest,  die  x^  f^ 
Axen  horizontal  in  der  Grundebene,  die  z^  Axe  yertical  nach  oben, 
^s^s^s  Coordinaten  von  P^ ,  ^4y4«4  von  P.  Da  sich  bei  der  Wfilzang 
der  Krttmmnngswinkel  x  aaf  der  Grandebene  abwickelt,  so  sind  die 
Coordinatenrelationen : 


a?8  ■"  a94  +  a;2COST — y^^^^x 

5^3  ^  y4+««8io  T+yiCos 

«3    =  «j 


:! 


(8) 


\ 


Zur  Bestimmung  von  a-^  und  y^  (da  24  «  ü)  wenden  wir  die  Gl.  (2) 
auf  den  Nachbarpunkt  der  Gratlinie  an,  so  dass  PPj  «»  8«  wird. 
Dann  wird 


also 


a^s  =  a*4+8aJ4;   y3  =  y4+8y4 

x^  »  d«;    y^  (unendlich  klein  2.  Ordn.)  =  0 


ix^  =  8*co8  t;     8^4  =  8«sinr 

Die  Gl.  (1)  bei  constanten  x^y^z^  diflferentiirt  geben: 

Sxj  =  yj  8t  —  8« 
8yg  =  «28^  —  a^Sr 

8^2  «=  —  ygS^ 

demzufolge  die  Gl.  (2): 

Sajj  =  —  «2  8^sinr 
^ys  "^  228-^  cos  T 
8«3  =  —  ygc^ 


^ 
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Erzeugende    nnd    des    Quadrats    der   WälxangBwiBkel- 
geschwindigkeit 

Ans  61.  (3)  geht  nun  henror: 


f.  2.    Beispiele. 

Der  Aasdmck  der  Zeit  wird  das  Integral  einer  algebraisdiei 
Function,  wenn  die  Gratlinie  eine  linear  oder  cyklisch  tordirte  Com 
ist,  nnd  der  Bogen  so  gewählt  wird,  dass  ar,  y,  «  in  algebraischer  Be> 
lation  stehen,  überdies  im  letztem  Fall  der  Radios  der  TorsionsliBia 

von  der  Form  Vv* — 1  (v  Rationalzahl)  ist.  Wir  wfthlen  die  <^diick 
tordirte  Corvo  fQr  den  Radios  ys,  wo  die  Oleichong  der  ToraioBft> 
linie  lautet: 

T«  +  ^  -  3 

und  nehmen  den  Bogen  proportional  der  Krttmmongsbreite  1;  daoi 

wird 

T=y3sinil;       ^  — —  y3cosil;      «  —  «X 

Dieser  Annahme  entsprechen,  in  beqoemstor  Lage  der  Corve  zo  dea 
Hauptträgheitsaxen,  die  Coordinatenwerte : 

(5) 
V3 
■X  =  —  -y^ÄCOsA-,    y  =  ic(2-[-cos*A)sinA;    s  =  — e(14-ico8'^)co8^ 

wie  sich  auf  bekannte  Weise  durch  einige  Differentiationen  bestätigt 
Bei  Ausführung  dieser  Rechnung  findet  man  zunächst  die  Werte: 


V3 
/■=  --     sinA;    g  «  cos^A;    h  =  (i+cosU)sinX 

/  «=  ^— COsA;     m  =  sin^A;     n  «  —  (J  —  COsU)cosX 


(6) 


woraus: 

'*  +  y^  +  2*  =  c*(IJ+COS*^;    fx'{-gy'\-hz  =  —  «sinXcOsX 
Ix-^my-^-Tia  -=  «(|  —  COS*A)  (7) 

also : 

Ri  =  eHi+cosH)  (8) 

daher  nach  Einführung  in  (4): 
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ihr  Vorzeichen ,  mithin  ist  die  Oberfläche  darüber  binaas  nicht  con- 
vex.  Untersucht  man  die  Bahn  des  Schwerpunkts  in  der  NShe  da 
Grenzen,  so  zeigt  sich,  dass  sie  hier  Bflckkehrpunkte  hat,  was  int 
einer  endlichen  Endgeschwindigkeit  unvereinbar  ist 

Die  Bestimmung  (11)  ist  indes  an  die  Bedingungen  geknttpft,  da» 

^>0;    J?>0;    2J?-il>0 

sein  muss;  das  giebt  für  b: 

Ä«— Ä  — 1>0;    *«+7*-l>0 

Man   kann  beiden   durch   positive   und  durch  negative  b  genOgei, 
nämlich : 


an  letzterer 


An  ersterer  Grenze  wird 

^  =  0;    B  =  |(y5+1)«« 

^  =  2B=  V(V53+7)«« 

§.  3.     Fernere  Beispiele. 

Der  Fall  der  Gleichheit  zweier  Factoren  unter  der  Quadrat- 
wurzel, welcher  in  §.  2.  von  der  elliptischen  Function  zum  Kreis- 
bogen führte,  führt  unmittelbar  das  allgemeine  hyperelliptische  Inte- 
gral zu  einem  elliptischen,  und  zwar  einfacherer  Form,  über.  Sei 
also  in  (9)  identisch 

{}^  +  C(i  +  cos»A)«)sin5iA  +  ^cos«A+c«(S  +  cosn)  — 

(B  —  C)  (a+cos^A«)  (ß  4-  cos^A)  (15) 

dann  muss  sein 

J(C~  A)  =  ( j»  —  C)«(«  +2^) 

c2  =(B  —  C)(2a+ß) 

Setzt  man  zur  Vereinfachung 

ß  =-  -  —  2« 

y 

so  werden  die  Gleichungen: 

5  — C  =  ««y 
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im  gegonwärtigon  Intervall  >>  0.    Folglich  sind  alle  M  positiv  flbr 

Fttr  kleinere  «bis  a-«  —0, 409  ist  m, < 0,  iit>0»  also ktanes 
nur  negative  y  genügen.    Solange  a  >^  1  mnss,  wegen  J^  <<  '^ 

'<^ 

sein.  Für  kleinere  «,  wo  n«,  n,  angleiche  Vorzeichen  haben,  genfigt 
weder  ein  positives  noch  ein  negatives  y.  Was  M^  betrillt,  so  brandt 
für  or  >>  1  nur  y  <<  0  zu  sein.    Folglich  sind  alle  M  positiv  ftr 


Dagegen  giebt  es  keine  Lösong  ftr 

y5— 1 


«<! 


Für  kleinere  a  bis  o  =-  —  0, 7  mnss  rflcksichtlich  M^  und  M^ 

sein ;  dagegcgen  lässt  Afj,  weil  m^  <^  0,  nj  ^  0,  nur  negative  y  nnd 

zwar  nur 


114 


zü.    Es  mnss  also  sein 


^1 


Nun  hat  man  aber: 

mi»3 — mjni  =  f(3a*-f-4tt*  —  9«) 
für  negative  a  stets  >0 

also,  da  74  positiv,  n,  negativ: 

?»1  Tis 

folglich  genügt  kein  y  der  Bedingung  (19),  und  es  hat  sich  ergeben, 
dass  auch  dem  iDtervall 

V5  — 1 


-0,7<«<- 


3 


keine  Lösung  entspricht. 
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Aus  Gl.  (16)  ist  ZU  orsehcD,  dass  1 — 2a/  stets  posithr  ist  Di- 
gegcn  kann  y  positiv  und  negativ  sein,  und  e  alle  Werte  haben.  Kor 
ist,  wie  aus  Gl.  (15)  erhellt,  1— -2ay-f  yco8*X,  mithin  auch  «*— cos*!, 
stets  positiv.  Fttr  das  elliptische  Integral  ergeben  sich  also  3  For- 
men, begrenzt  durch 

(A)    y>0;    (B)    0>y>-^^;     (C)     y  < « ^^=^ 
Im  Falle  (A)  ist  zu  setzen*) 

cosi-ecnu;    fc  _  j/^— ^— , 
dann  wird 

-{-ihn  tt  cn  tt  dne  ?  (SU 

Ist  e  <^  1,  so  oscillirt  der  Körper,  und  die  Dauer  einer  Schwingung 

ist 

Ftlr  c  >>  1  ist  die  Bewegung  nur  zwischen  il  =  0  und  2R  möglich, 

wie  in  §.  2. 

Im  Falle  (B)  ist  zu  setzen: 


tcnu 
dnw' 
dann  wird 


cosi  =  -T-;     *-J/2i;pri 


.    /^         «      1\  /       ^**snMcnu^^  ^ 

Im  Falle  (C)  ist  zu  setzen: 


cos 
dann  wird: 


l/,  1  cnw       ,        l/2«y— 1 


*)  snu  =  sinamw;  cmi  =  cosamu;  dnu  =  Vi — ^n*u 
cIm  =/dn*M8w;  k  Modul;  Ä',  E  Quadranten  1.  und  2.  Gattung. 

0 


384  Hoppe:    Wälzung  eines  von  einer  Tan^emttn/ISeke 


also 


Sei  nun   B  =  C^   und  /;  ^,  A,  Z  bestimmt  wie   in  f.  2.  GL  (6); 
dann  kommt: 

il/3     /".    ,^,i/3il«+JB«+a;«— 3(il«  — jB«--««)0O8«X 
*  -iVoJ  8inA8A|/       ^     ^  2g+xcosi 

Die  Form  dieses  elliptischen  Integrals  ist  zunächst  davon  abhingig, 
ob  A^  >  oder  <  2^«+««  ist. 

Im  ersten  Falle  kann  man  setzen 

Ist  dann  0  <[  x  <<  2He^  so  lautet  die  erfordeiÜche  Snbstitation: 

1— 2sn«tt  1/2« 


cosil 


-v^ 


2m +8: 
Diese  ergiebt: 

(26) 

^2Hs  +  xi  /2(3A  +  B+x*)  i2HB  ,        2fl5r— a: 
t  =  2 ' —  1/ K7^ — ' < — eltt tt — BUMcnudutt 


m/2{3A  +  B+x^)  {2h 
V  ^Gix  \  X 


1       2m-\-x     ,  ,        |/2a-fir 

cos  il  = snn*r         — 


Ist  hingegen  x  [>  2Hb^  so  ist  zu  setzen 

€  «£  '  f  2x 

und  man  findet: 

+  Im  —  I  jtt—  (  Ä«  + 1 j  snucnttdnu  |  (27) 

In  beiden  Fällen  wird  der  Wert  il  =  0  erreicht,  es  findet  also 
keine  Oscillation  statt.  Für  A<:^B^-\-x^  wird  die  Redacüon  des 
Integrals  weniger  einfach. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Wälzung  eines  Rotations- 
kegels, dessen  Axe  Hauptträgheitsaxe  ist,  für  beliebige  A^  S,  C. 
Hier  haben  /",  g^  h  die  Form 

/«cos«;    ^  «  sinacos<p;    ä  =  sinasiny 
{a  constant),  woraus: 


386  ^^  Aousfsche  PrtthUm  in  der  Curventkeorie, 


XXIX. 

Das  Aoust'sche  Problem  in  der  Curventheorie. 

VOD 

R.  Hoppe. 


In  Darboux  et  Hoüel  Bulletin  des  sc.  math.  et  astr.  YIL  143 
stellt  sich  Aoust  die  Aufgabe,  eine  Gurve  derart  zu  finden,  daii 
wenn  man  von  der  Einhüllenden  ihrer  Erüromungsaze  wiederum  die 
Einhüllende  der  Krümmungsaxe  nimmt,  letztere  der  Urcunre  congraest 
ist.  Von  dieser  Aufgabe  sagt  er,  dass  ihre  vollständige  Lösung  die 
Kräfte  der  Analysis  überstiege.  Einesteils  ist  es  diese  Aensserung« 
die  mich  zur  Wiederaufnahme  derselben  Untersuchung  veranlasst, 
andcrntcils  glaube  ich  auch  im  folgenden  eine  einfachere  and  durch- 
sichtigere Darstellung  des  Gegenstands  geben  zu  können. 

Bezeichnen  fgh,  f'g'h\  Imn  die  Richtungscosinus  der  Tangente, 
Hauptnormale,  Binormale  der  Urcurve  «,  t  und  ^  den  Erümmnngf- 
und  Torsionswinkel  (dr  und  d^  die  Contingenzwinkel  der  Tangente 
und  Krümmungsaxe),  die  Accente  Differentiation  nach  t,  die  Indices  1 
und  2  die  Zugehörigkeit  zu  den  2  oben  genannten  abgeleiteten  Cnr- 
ven,  so  ist  die  Gleichung  der  Einhüllenden  der  ErOmmungsaze  *) 

X,  »x+/V+z|J  (1) 

Die  Relationen  der  Richtungscosinus,  wo  wir  zugunsten  der  Einfach- 
heit die  positiven  Richtungen  der  Haupt-  und  Binormale  entgegen- 
gesetzt wählen: 


i 


*)  Hoppe,  anal.  Garventherie.   S.  80.  —  Arch.  LX.  8.  S87. 
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1.  Beispiel 

Die  Curvc,  von  der  wir  ausgehen,  die  aber  noch  nicht  das  not- 
wendige Bogenclement  hat,  und  die  wir,  soweit  dieses  unterschdddad 
ist,  mit  dem  Index  0  kenntlich  machen,  sei  eine  Schraubenlinie 

a^o  =  cos a cos 9> ;    t/Q  =  cosa9ing>\    4^  —  98ina 

Hieraus  findet  man: 

/  «  —  cosasing);    g  «  cos  «cos  ^;         A  =  8ina 
/"=  —  cos<p;  g' =^  —  8in<p;  ä'«=0 

Z  »  sinasing);  m  —  —  sinacosg);   n»C08a 

T  — ^costt;     ^  «  9>8ina 
daher  nach  (10): 

p  =  h — sinMacos<p-|-68in^)4-^8inaco8a 
oder,  mit  Veränderung  der  willkürlichen  Constanten : 

k  +acos  fp  +i  sin  <p  +üy 
^  ™  cos« 

Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  werden  die  Gleichungen  der  Curvo  i: 
X  =  cos «  \hcmq>  —  5 sinV *" ö (9  —  sin ep cos g») +c(<p cos q>  — sinqp) ! 

y  =  cosa  l^sing?  —  ö(<3P  +  sin(;pcos<j())  +  i>8in*^+<;((p8in<p+co8qp)J 

z  =  sin  «(Ä:<3p  +  a  sing? — hco%cp'\-^(p^) 

8  =  ^•<p-f-«sin<Jp  —  bcosq>  —  ^  (p^ 
die  der  Curvo  s^i 

x^  = \Ä:8in*acos(p  +  a(l+ico8^«sinV)+ö^osM<P — sincpcosg») 

+  c  sin*«((p  cos  (p  —  sin  tp)  \ 

y^  = U*sin2a8inqp4-ö^*os-«(<3P+sin<3PCOS(p)+J(l — Jcos'asin'y) 

4"  c  sm^a(q)  sin  q>  +  cos  tp)  ? 

2i  =3  -- —  JÄ;(p8in*tt4"C08^'*( — rtsinqp+^cosg))+c(l-|-i<p*sin*a)  J 


d 
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y  =  j  I  i(^  —  3  8in»A  —  3  Bin*i) 

— (H+ll8in*i+V8in*i4-8in«A)8inico8X 
+  i  (i + i  sin'A)  8in«A + ^  (i + i  sinU)  sinU — j  (1  +  sinU)  nnU  \ 

and  die  61.  (7)  geben: 


4  Beispiel. 

Die  Curve  sq  sei  eine  Erümmnngslinie  der  centralen  Flftche  2. 
Grades: 

In  Parametern  der  Krümmnngslinien  u,  o  dargestellt  lauten  die 

Gleichungen  der  Fläche: 


iCo*  =  ö  — ;^  (t* — ö)  (t'  —  «)  I    etc. 


wo  zur  Abkürzung 

d  =  (Ä— c)(c  — a)(a  — 6) 


gesetzt  ist,  und  die  analogen  Gleichungen  für  ^q  ^^^  H  durch  cykli- 
sehe  Vertauschung  von  a,  6,  c  erhalten  werden.  Ein  constantes  v 
giebt  die  beliebige  Erümmungslinie  «o* 

Es  sei  femer  zur  Abkürzung: 

U=-  (w  — a)(M  — 6)(u  — c);      T—  (ü--a)(t;  — *)  (v— c) 

Durch  Differentiation  und  Bildung  der  Quadratsamme  findet  man 

zuerst: 

I  /a(b  —  c){v  —  a){u  —  b){u  —  c) 

^  ''Y  du(u—  v)  '     ^^' 


1*0  _  1 1  Mv  —  u] 


Eine  neue  Differentiation  giebt: 
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WO  A^  B,  C  constante ,  einzeln  entweder  reelle  oder  rein  imagiiiire 
Grössen  sind. 

Die  9  Doppelintegrale,  ans  denen  ob,  y^  »  bestehen,  redndren  cidi 

durch  folgende  Betrachtang  auf  3  von  gleicher  Form.    Es  ist  Htm- 

lieh 

fdx  —  Id^—df 

daher  transformirt  sich  61.  (13)  in 

x^f\ld^f(Al+Bm'\'Cn)d»]'-'S[hf'f{Al'\'Bm+Cn)b^\ 
^  iA(fld^)*+Bf(ld^fmd&)  +  Cfld&fnd») 

— /'  f{Al+Bm+  Cn)d^+f{Al'\'Bm+  0n)f'd9' 

Hiernach  bleiben  in  x  zwei,  im  ganzen  6  Doppelintegrale,  die  jedoch 
parweise  in  Relationen  der  Form  stehen: 

Von  den  hinzugekommenen  Integralen 

///'8^,   fmfd^,   fnf'dd^ 
ist  das  erste  logarithmisch,  die  beiden  andern  elliptisch. 


J 
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k 

ferner 

+  1 A  COS^^P  -  (' +  J)^  +  «]  +  i A,  (X)8[ifcp  -  (#  +  y ^^ 


and 


V  =  ^C08(*p-^+/J)+"f'^C08[fc,^-(*  ±  x)*  +  <»] 

I,  77,  S  sind  also  von  der  angegebenen  Form;  das  Integralsystem  (7 
der  Differentialgleichungen  (1)  ist  also  der  analytische  Ansdruck  fi 
Bewegungen  der  Aetherteilcheu ,  welche  zusammengesetzt-farbige 
Licht  verursachen. 


§.  5. 

Die  Bewegungen  sind  nach  dem  Superpositionsprincipe  znsaromeii 
gesetzt  aus  einfachen  Schwingungen  von  den  Perioden 


*)  Der  Wert  (iiesca  Integrals  wird  nm  leichtesten  folgendcrmassen  gefander 
h  h 


/ 


e-^.cos^t.dt  =  J,         /«-«'. sin  ^«.rft  =  y. 


h  k 

nn 


(t'-«)' 


J+iJ'  =  /  e-^^.e^'^*  dt  =    /cV*        'dt 
0  6 


U.      6.      f. 
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bei,  SO  wird,  wenn  A  sieb  auf  der  Axe  yerschiebt,  die  Grösse  des 
Bildes  in  a  stets  durcb  y  ^fa  ausgedrückt.  Die  Richtung  des  BfldeB 
ändert  sieb,  wenn  a  durcb  /  bindarcbgebt 

Ein  System  brecbender  Fläcben  bestebe  ans  zwei  Teilen,  I  und 
II,  für  welcbe  einzeln  die  Lage  der  eigentlichen  and  uneigenüichra 
Hauptpunkte  bekannt  seien.  Die  auf  beide  Systeme  bezügUcbei 
Grössen  mögen  durcb  die  Indices  (1)  und  (2)  unterschieden  werdea. 
Der  Abstand  der  Brennpunkte  /i  und  F^  sei  e,  um  die  optischen 
Wirkungen  des  zusammengesetzten  Systems  einfach  darzustellen,  mms 
man  dessen  Hauptpunkte  kennen.  Die  auf  letztere  bezüglichen  GrSt* 
sen  mögen  durch  die  entsprechenden  Buchstaben  in  Klammern  be- 
zeichnet werden.    Es  ist: 

-^  ^ ?i      :^«,_?5L 

Für  das  zusammengesetzte  System  ist  (ü)  —  üi,  (0  "-  ^i  ^  =■  -^ 
also 

Da  2^1+^2  =  <^)  so  b^^  ^^n  ^^^  d^c  Hauptpunkte,  für  die  (X)  »  (I) 
sein  muss: 

Va.^^  ^ ? 

»1  %  ^2  +  *l 

folglich  auch 

^1  _  ?*« £ 

^1  2^2  %  +  «1 

Für  die  uneigentlichen  Hauptpunkte  ist  (L)  =  —  (Z),    also : 

Vi  _  __?2 p 

«1  ^        ^2         «1  —  ^2 

und 

?i  ^  _  '*8  ==       ^ 

^1  ^2         *i  —  ^2 

Teilt  man  also  den  Abstand  fxl\  =  c  im  Verhältniss  yi :  ^tj  =  «i :  % 
und  betrachtet  den  Teilpunkt  als  leuchtenden  Punkt  des  zwischen  I 
und  n  betindlicben  Mediums,  so  ist  sein  durch  (I)  erzeugtes  Bild  im 
ersten  Medium  der  Hauptpunkt  (/f),  sein  durch  (H)  erzeugtes  Bild 
im  letzten  Medium  ist  (A).  Für  die  uueigentlicheu  Hauptpunkte  hat 
man  c  im  Verhältniss  jcj  :  —  ?/2  zu  teilen.  Mittelst  der  über  den 
Durchmessern  G^g^  und  G^^  beschriebenen  Kreise,  die  von  den 
Punkten  i\,  P^  durchlaufen  werden,  sind  also  die  Hauptpunkte  leicht 
zu  erhalten. 
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Axe  und  zieht  in  demselben  Punkt  eine  Tangente,  so  treffen  dkn 
die  Axe  in  zusammengehörigen  Punkten.    Ist  die  Grösse  des  0«gei* 

Standes  »  17  «  ö'   ^^  ^'^^  ^^  ^®*  Bildes  durch  die  Entfernung  des 

Bildpnnktes  vom  Brennpunkt  angegeben.  Ort  und  Grösse  des  BiUei 
sind  dieselben,  ob  die  Fläche  auf  der  conveien  oder  concsTen  Seite 
spiegelt,  die  Richtung  des  Bildes  ist  entgegengesetst»  weil  im  entn 
Fall  17  positiv,  im  andern  negativ  ist 
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XXXII. 

Ueber  magische  Bechteeke  mit  ungeraden 

Seitenzahlen. 

Von 

Th.  Harmuth. 


Die  Aufgabe,  das  magische  Rechteck  mit  den  Seitenzablon  oder 
Argumenten  p  and  q  zu  bilden,  d.  h.  die  Zahlen 

1,  2,  3  .  . .  pq 

(worin  p  und  q  angerade  sind)  so  aaf  q  Reihen  mit  Je  p  Gliedern 
zu  yerteilen,  dass  alle  Yorticalreihen  unter  sich  gleiche  Summen  und 
alle  Horizontalreihen  unter  sich  gleiche  Summen  haben,  würde,  wie 
leicht  ersichtlich,  allgemein  Itebar  sein,  sobald  es  geUnge,  das  System : 


«ITI 

«151 

«IJS       •  -  •  ^hp 

«tn 

^hf» 

^h^      ' '  •  ^f 

Of^hi 

op'ia 

Op^lß  .  .  .  a,^\^ 

^4 

flf^ 

flf *S       .  •  '  op^f 

>    >    • 

#      «       « 

Of4M  -  -  -  ^^r^hf 

«f4        «f^        Ofj      . . .  a,,^, 
—  (r — l)p+'  aageooBJBeo  ist,  so  omzuformen, 
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ak-hl,\       ai,2         ask-i-u     ^-l-M    ak-|>l«5 
ajk4.2.1       01^1,2     asft-u     <>ii4  <iik-i-2^ 


a2k~2.l     ai;-!  ^     07.3         ak+6         a2k-2^ 
"2^  2   ' 

a2»-u     a*+6,     «6,8         <*-!  .     021-1,6 
au,i        ajk+i        03,3        ok+s  .     aak.5 

a2*+i.i    o*+8«     Oi,8        a*+i  .     oakli^ 

Der  erste  Teil  dieses  Systems  ist  yollst&ndig  symmetrisch  na 
beiden  Seiten  von  der  Mitte  aus  gebaat,  der  zweite  Teil  ist  in  d 
äusseren  Reihen  ganz,  in  der  zweiten  und  vierten  altemirend  qr 
metrisch. 

Dass  sich  hieraus  ebenfalls  eine  Speciallösang  fbr  n  «  15, 1 
35  ...  ergibt,  wird  nach  dem  Vorigen  nnr  der  Erwäbnnng  bedOrfi 

§.  3.    Weiter  ergibt  sich,  dass  auch  die  Formen 

i2(n,  (2n— l)n),     Ä(n,  (3n— 2)n),     ...     Ä(ii[(ife-f-l  )n—it» 
sich  auf  Q(n)  reduciren  lassen. 

Man  stelle  die  2n  — 1  Quadrate,  welche  gebildet  sind  ans  di 
Zahlen: 

1  bis       n*      mitdenVerticalreihen  o,,}       o,,,      ...ai^ 

(2n— 2)n*+l)„    (2n— l)n*  „     „  „  02m-U  02i»-i.2  ..oa»-l 

direet  unter  einander,  so  haben  die  Gesammtverticalen  wieder  di 
selbe  Summe.  Die  Anordnung  der  einzelnen  a  muss  also  so  geschehe 
dass  auch  in  den  Horizontalreihen  die  Summe  der  vorderen  Indic 
gleich  wird,  und  zwar: 

=  2,iri  ((n+2n+3«+ .  .  .(2»-l)n)  «  n* 

Das  erreicht  man,  wie  leicht  ersichtlich,  durch  folgende,  auf  die  G 
sammtverticalen  ohne  Einfluss  bleibende  Anordnung: 


«la 

^3?2 

»0)3      •  •  • 

ö2h— 5,n-2 

a2M-8,M- 

-l 

a2ii-i.N 

<'i^l 

«4,2 

»6)3       •  •  • 

a2n-4,H-2 

a2n~2,H- 

-l 

o»,« 

«3>1 

«5^8 

»7)3      •  •  • 

rt2n-3,M— 2 

a2n-l,H- 

-1 

ai.H 

«4n 

%»2 

»8)3       •  •  • 

02«— 2,w— 2 

ai.»-i 

«»+1.H 

«5^1 

»7)2 

»9/3       •  •  • 

a2«-l,M-2 

a2.n-l 

02,n 

•           •           • 

^12 

•          •          •           ■ 

»10)8    •  •  • 

ai,w-2 

•         •         •         • 

• 

•     •     •    • 
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nicht  die  Form  6A;+3  hat.    Aber  da  diese  Form  keine  PrimaUa 
enthält,  ist  die  Lösung  eine  allgemeine. 

§.  10.  Nan  wäre  zn  fragen,  wie  weit  dieses  Verfahren  nater 
entsprechenden  Modificationen  eine  allgemeine  Behandlung  zslisit. 
Es  würden  demnach  die  Differenzenreihen  in  aUgememen  Zahlen  a 
bestimmen  sein.  Man  gehe  von  den  mittelsten  drei  Verticalen  da 
für  i2(2m-{-l,  2n-f-l)  zu  Grunde  liegenden  Systems 

1  2  3  ...  2m  2m+l 

2m+2        2fit+3        2m+4  .    .    .  4m+l      4m+2 

4m4-3        4m+4        4m-|-5  .    .   .  ^+2      6fift-f-3 

ans  und  sondere  Vm  und  Vm-h2  ab,  da  Vm+i  ohne  Weiteres  die  fer- 
langte  Summe  gibt  und  nur  nach  Massgabe  von  §.  2.  omgestellt  n 
werden  braucht.    Nun  hat  man 


Vm 

F.,+8 

m 

i»+2 

3WI+1 

3m+3 

5iii+2 

5m44 

7m+3 

7m-f5 

(4»— l)m+2n— 1  (4n— l)iii+2n+l 

(4n+l)m-f2ii  (4n+l)m+2«+2 

Nach  erfolgter  Umstellung  hat  man  dagegen: 

Vm  Fm+a 

m  (4n-f-l)m+2«+2 


3m+l 
5m-i-2 

(4n--3)m+2n 
(4n— 7)m-i-2ii— 2 

(2n— l)m-fn— 1 
(2n-|-l)m-fn 

5n-f4 
«1+2 

(2n+3)m+n+l 
(2n-f-5)m-f7i+2 
(2n+7)w-f/»-f3 

(4n— l)w+2«+l 
(4n— 5)m-f2«— 1 
(4n— 9)iii-i-2ii— 3 

(4n— l)m+2n— 1 
(4w+l)m+2n 

7m+b 
3m-f3 

worin  durch  den  wagrechten  Strich  die  beiden  Teile  der  Differenzen- 
r^iho  /f  augedeutet  worden  sind.  Bezeichnet  man  dieselben  mit  ^^ 
und  /^x,  so  hat  man: 

Jj  --=  4n7Ä+27i-f-2  ^,  ==•  (2»— 4)m+n 

(4n— 6)m4-2n— 1  (2n— 10)m+»— 3 

(4n— 12)m+2n— 4  (2n— 16)m+-»— 6 


1 
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Vi        v^        V, 

Vm-A     Vm— 8     Vm-2 
^■•+4     Vmi-6     Vm+6 

PW-l    Kam         Vsm-l-l 

und  combiuire  sie  mit  dem  vorigen  nach  §.  6.  Die  beiden  restirendeD 
Verticalreiben  Vm-i  und  Vm-^z  ordne  man,  wie  früher,  eine  steigend, 
die  andre  fallend  und  bestimme  ihren  nun  geraden  Ausgleich  2(2ii-|-l) 
nach  §.  11. 

Ist  endlich  2m -{-1  von  der  Form  6il-)-l,  so  behandle  man  ebenso 
auch  noch  das  Yerticalenpnar  Vm-5  und  FmfT,  dessen  Aasgleich  dam 
ebenfalls  gerade,  nämlich  6(2n-|-l)  ist;  und  combinire  ausser 

Vm      Vm^l       Vm-\^2 

zu  Teilrechtocken  successive  die  Verticalen: 


Vi 

Vi 

y» 

V«-8 

K«_7 

Vm-t 

K„_, 

Vm-a 

Vm-2 

Km+4 

Vm+6 

V„i6 

Im  4  8 

Tm+s 

^Mf  10 

•          •          • 

J2bi— 1 

V2m 

•                         • 

J  2i«  11 

Die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  ergibt  sich  leicht  aus  §.  6.  Da 
dioso  Lösung  nur  gerade  Ausgleichungen  verlangt,  ist  auch 
7^(2w  +  l,  2in-|-3)    durch   dieselbe  darstellbar. 

Es  ist  demnach  die  Darstellbarkeit  von  R(p,  q)  für  zwei  belie- 
bige ungerade  Argumente  nachgewiesen. 


§.  13.  Geht  man  von  einer  natürlichen  Verticalenanordnung  der  zu 
hchandelndon  Zahlen  aus,  so  lässt  sich  ebenfalls  eine  ziemlich  allge- 
meine Darstellung  der  Rechtecke  ableiten. 

Für  7?(3,  5)  hätte  man  zunächst  die  Anordnung : 


1 

6 

11 

2 

7 

12 

3 

8 

13 

4 

9 

14 

5 

10 

15 
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Vi 

V, 

{F,)-(Fj) 

1 

6n-|-3 

61.+2 

2 

6n+l 

6»— 1 

3 

6n— 1 

6»-4 

n+1 

4n+3 

3ii+2 

n+2 

6f»+2 

5n 

n+3 

6n 

5ii-3 

n+4 

•        •        • 

6»— 2 

•       ■      •      • 

.     5n— 6 

•          a         •         • 

2n+l         4n44  2n+3 

Der  Ausgleich  ist  5*  =  (2n-f-l)*.  Die  durch  den  wagerechten  Strich 
getrennten  beiden  Teile  von  J  mögen  wieder  J^  and  ^^  beisaeB; 
die  zu  beantwortende  Frage  lautet  dann: 

Lässt  sich  aus  den  Reihen 

Ji  —  6n+2,  6n— 1,  6n— 4  .    .    .  Sn-fS,  3n+5,  3ii+2 
z/,  =  6n,        5n— 3,  5n— 6  .    .    .  2fi4-6,  2n-f3 

durch  einfache  Addition  die  Summe  <][*  =  4n*+4fi-|-l  —  (2«-|-l)* 
darstellen? 

Die  Untersuchung  sondert  zunächst  den  Fall 

q  =  3,  mod.  6,  also  2n-f  1  =•  6ife+3  ab. 

Für  diesen  überzeugt  man  sich  zunächst  sehr  leicht,  dass/  da 

-^(9)  =  26,  23,  20,  17,  14;    20,  17,  14,  11  ist, 

der  Ausgleich  9^  =  81  nicht  dargestellt  werden  kann. 

Ferner  sieht  man  sehr  leicht,  dass  die  Glieder  in  ^f^  und  df 
allgemein  für  diesen  Fall  unter  einander  congrueut  nach  dem  Modal 
3  sind.  Drückt  man  daher  diese  Reihen  unter  Zugrundelegung  der 
Voraussetzung  2«-f-l  =  6/:4-3  durch  k  aus,  so  erhält  man: 

j^  ==  18^•+8,  18Ä:+5,  18Ä;+2  .    .    .  9H-11,  9ifc-f8,  9H-5 
j^  =  15/:-i-5,  15Ä;+2,  15Ä;-1  .    .    .  6^+8,    6/:-f-5. 

Nun  besteht  die  identische  Gleichung: 

(6iH-3)^  =  (2^'+l)(12Ä:+14)+2H-l)(6ik— 5). 

Das  erste  der  rechtsstehenden  Glieder  ergibt  sich  durch  Addition 
folgender  Glieder  aus  -ij : 

12^•+14 
12ä;+17     +12^•^-ll 
12^+20    +12it+8 

lbk+11    +  9H-17 
Ibk+U    +  9^-f  14. 

Dieser  Ausdruck  ist  also  immer  darstellbar ,  wenn  die  Glieder  ia  J^ 
dazu  ausreichen,  d.  h.  wenn 
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enthalten.  Die  Methode  ist  also  zulässig,  sobald  die  Glieder  so  xaU- 
reich  vorhanden  sind,  dass  diese  drei  Paare  zur  Bestimmung  tob 
(n— 2)(4n-|-l)  entbehrt  werden  können,  mithin  da  aus  ^^  ohuehin 
die  Glieder  6n-{-2  und  6n— 1  nicht  in  Betracht  gezogen  werden  dürfen 
und  z/j,  n-f-l,  ^%  dagegen  n  Glieder  enthält,  sobald 

(n+1)— 5  =  n--4  ^  ~^,    d.  h.  sobald 

n  ^  6  ist 

Für  den  einzigen  ausgeschlossenen  Fall  n  »  0  wird  der  Begriff 
<lcs  magischen  Bcchteckes  hinfällig,  also  ist  die  Gültigkeit  eine  all- 
gemeine. 

b.  Ist  ferner  n  ^  2,  mod.  6,  so  hat  man  von  derselben  identi- 
schen Gleichung 

(2n+l)«  =  (n~2)(4n+l)+lln+3 

auszugehen,  das  erste  Glied  ebenso  wie  in  a.,  das  zweite  durch  die 

Identität 

llw-f  3  =  3w-f  1+öw-f  3n-f  2 

zu  bestimmen.   Von  den  drei  Zahlen  rechts  steht  die  erste  and  zweite 

in  z^2>  ^^^  dritte  in  ^j.   Die  zweite  und  dritte  bilden  eins  der  Paare 

welche  sich  zu  2(4n-f  1)  ergänzen.    Danach  ist  leicht  zu  entsehddent 

welche  Zahlen  zur  Herstellung  dieser  Gliederpaare  gebraucht  werden 

können.    Aehulich,   wie  vorher,   findet  mau  als  Bedingung   für  die 

Löslichkeit 

>«-2  > 

Für  den  einzigen  hierdurch  ausgeschlossenen  Fall  n=2,  welcher 
72(3,;'))  entspricht,  ist  eine  mech«iuische  Lösung  gezeigt  worden. 

c.  Es  sei  ferner  /*  ^  3.  mod.  6.  Die  identische  Gleichung,  von 
welcher  dann  vorteilhaft  auszugehen  ist,  lautet: 

(2n+l)^  =  („_l)(4,i+4)+4„-{>5. 

Das  zweite  Glied  rechts  steht  direct  in  z/,;  das  erste  bestimmt 
man  durch   folgende  Zusammenstellung  von  — ö  ~    Gliederpaareu,  ein 

Glied  jedesmal  aus  ^^  und  eins  aus  ^io  genommen,  deren  jedesmalige 
Summe  2(4n-f  4)  ist.    Diese  Glieder  sind 

6n+2  -f2«+6 

6/1—1  -i-2/i+9 

6;*— 4  -f2«-fl2 


Dieselben  sind  so  zu  wählen,  dass  das  Paar 

4n+5  +4/J+3 
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flbcrspningen  wird,  weil  4n+5  schon  für  das  Restglicd  verbraucht 
wurde.  Sobald  also  die  n  Glieder  von  J21  ^'ou  denen  4»4"^  und 
2n-f-3  nicht  gebraucht  werden  dürfen,  ausreichen,  ist  dies  Glied  und 
damit  (2n-f  1)'  darstellbar.    Die  Bedingung  ist  demnach 

Die  Formel  ist  demnach  ganz  allgemein  anzuwenden. 

d.    Ist  endlich  n^5  mod.  6,  so  ist  die  Darstellung  ganz  analopf, 

nur  steht  das  Glied  4n-f-5  dann  in  /f^.    Das  zu  überspringende  Paar 

ist  demnach 

4»+3  +4n+5. 

Daraus  erklärt  sich  leicht,  dass  die  Bedingungsgleichung 

>^ 

n  ^^  0. 

durch  diese  Aenderung  nicht  beeinflusst  wird.  Also  ist  /7(3,  (/)  auch 
auf  diefiem  Wege  allgemein  darstellbar. 

§.  l>k.  Um  zu  untersuchen,  in  welchen  Fällen  77(5,  q)  in  analoger 
Weise  aus  der  Anordnung  : 

1  q+1  .   .   .  4^+1 

2  2+2  .    .   .  4^2 

q     2q       ,    .    .  hq 

abzuleiten  ist,  ordne  man  wieder  die  drei  inneren  Verticalen  nach 
§.  2.,  die  beiden  äusseren,  eine  steigend,  die  andere  fallend: 

1  bq 

2  5^—1 

3  5//— 2 

q        4H-1 
Dann  haben  wieder  alle    Horizontalreihen  und   \\  din^t   direkt  die 
verlangte  Summe, 

V^  ist  um  ^  zu  klein,     V^  um  9*  zu  gross 

IMe  innere  Differenzreihe  {\\)  —  {\\)  ifct  mit  (Vz^^^^i)  ^^" 
vorigen  Paragraphen  identisch«  bedarf  also  keiner  weit^fr^m  Ausein- 
andersetzung. Ersetzt  man  in  A*^t  äus^'reu  Differeuzreih«;  yhvA*'T  q 
durch  2it-^l.  so  bat  man  die  Fra^re: 

Wann  ist  aus  den  Gliedern  der  Keihe 
J'  =^  10*-^  \(yH^2,  10»  .   .   .  ^«-i-i  .    .   .  e,n-r^.  ^m+I 
durch  einfache  Addition  ^tr  Ausdmrk 

2./  --  i?» V  Kn4-2 


* 
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(2«4-l)«.<?  ==  (4cn+4)(n— l)+(8c— 4)n4-H-4. 
Das  erste  Glied  rechts  erhält  man  wieder  durch  Yerbindang  eines 

Q 

einzelnen  Gliedes  mit     ^     Paaren: 

4<?n-f4 
4cn+2  +4cn-f6 

4cn  -|-4on-j-8 

4cn— 2  -f4c«+10 


n  — 1 
wenn  n  gerade  ist,  resp.  durch  —^ —  Paare  ohne  das  einzelne  Glied, 

wenn  n  ungerade  ist 

Das  zweite  Glied  rechts  ergiebt  sich  beispielsweise  durch  Addition 

von 

(4<?— 2)n+c     und    (4<?— 2)n+4. 

Nicht  zu  verwenden  sind  demnach  für  das  erste  Glied  die  Zalilen, 
welche  das  zweite  bestimmen,  und  deren  Ergänzungsgliedcr ,  und  da 
das  letzte  zur  Verwendung  geeignete  Gliederpaar  durch 

(4<?— 2)n+2H-4    und     (4c-f2)»— 2c+4 

gebildet  wird,  die  beiden  ungeraden  und  die  nach  dem  letzten  der 
eben  genannten  noch  folgenden  2o~2  Glieder.  Man  hat  demnach  als 
Löslichkeitsbedingung 

2n4-l  ^  (n— l)+2cH-4 

n  ^  2c-)-2  fttr  gerade  n 
and  analog,  weil  dann  das  Anfangsglied  4c?i-|-4  noch  abzurechnen  ist, 

n  ^  2c4-3  für  ungerade  n. 

Beide  Bedingungen  lassen  sich  zusammenfassen  in  die  eine: 

n  ^  2c4-2. 

Wenn  c  -» m,  d.  h.  wenn  es  sich  um  den  Ausgleich  für  das 
äusserste  Verticalenpaar  handelt,  sind  diese  Grenzen  um  4  zu  vor- 
ringern,  weil  dann  ungerade  Differenzenglicder  wegfallen  und  dcss- 
halb  2  Gliederpaare  mehr  zur  Bestimmung  des  ersten  Teiles  in  der 
Ansgleichungsidentität  verwendet  werden  können. 
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Eine  im  Sinne  des  §.  12.  für  das  vorliegende  System  getroffene 
AnordunDg  wttrde  tlbrigens  noch  günstigere  Löslichkeitsbedingongen 
ergeben,  doch  bietet  dieselbe  wohl  zu  wenig  Neues,  um  mehr  als 
einer  Erwähnung  zu  bedflrfen. 

Ebenso  könnte  auch  noch  erwähnt  werden,  dass  magische  Recht- 
ecke, deren  erstes  Argument  ]>  3  ist,  auch  in  der  Weise  herstellbar 
sind,  dass  man  zunächst  die  mittelsten  3q  Zahlen  zur  Herstellung 
eines  Rechteckes  nach  §.  7  verwendet,  die  übrigen  Zahlen  dagegen 
nach  den  letzten  Paragraphen  behandelt  Die  Umkehruug  dieses 
Yerfahrens,  wonach  die  drei  mittelsten  Verticalen  nach  §.  13.  geordnet 
würden  und  für  die  übrigen  Zahlen  eine  Anordnung  nach  §.  8.  bis  12. 
zu  bestimmen  wäre,  ist  dagegen,  wie  leicht  nachweisbar  ist,  unzu- 
lässig. 

Berlin,  10.  März  1881. 


448  Hoppe:    Ut-hfr  tltn    Winkel  von  u  Dimensionen 


XXXIII. 

lieber  den  Winkel  von  //  Dimensiouen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Eine  allseitig  begrenzte  lineare  (n  — l)dehnang  V  sei  der  Ort 
eines  variabcln  Punktes  P,  ferner  C  ein  fester  Punkt  im  normaieii 
Abstände  CB  ^h  von  jener  (n  —  1)  dehnung.  Dann  ist  der  Ort  der 
Geraden  CP  eine  allseitig  begrenzte  lineare  n  dehnung  A\  die  wir  eine 
n dehnige  Pyramide  nennen  können,  obwol  der  Name  fGtr  2  Dimen- 
sionen, d.  i.  für  das  Dreieck,  nicht  in  Gebrauch  ist,  und  zwar  beisse 

V  die  Basis  und  C  die  Spitze  der  Pyramide. 

Wir  schneiden  auf  dem  Radiusvcctor  CP^q  die  Strecke  CQ«=1 
ab.  Dann  stellt  der  von  Q  gleichzeitig  durchlaufene  Ort  W  dasjenige 
dar,  was  für  2  und  3  Dimensionen  den  Winkel  an  der  Spitze  misst 
und  was  wir  auch  für  jode  Dimeusionszahl  so  nennen  wollen. 

Erzeugt  nun  P  das  Element  dl',  in  allen  Richtungen  uueudiidi 
klein,  und  man  schneidet  die  Pyramide  dN  über  der  Basis  dFparallel 

V  von  Q  aus  durch  eine  lineare  (»*— 1)  dehnung,  so  ist  die  Pyramide 
über  dem  Schnitt  als  iiasis  ähnlich  der  Pyramide  öiV,  verhält  sich 
also  zu  ihr  =^  1 :  ()".  Sie  ist  aber  unendlich  klein  (n  —  l)ter  Ord- 
nung, differirt  liingegou  von  der  Pyramide  auf  der  Basis  d  W  nur  in 
71  ter  Ordnung ;  folglich  kann  man  letztere  Pyramide  dafür  substitniren. 

Jode  ?i  dehnige  Pyramide  ist  nun  gleich  dem  Product  der  Basis 
und  der  Höhe  dividirt  durch  w;  drückt  man  hiernach  beide  Pyramide-n 
aus,  so  ergiebt  sich: 

-dW:  -8K=  1:0»» 
7*  n 

Setzt  man  BP  =  r,  so  wird  p^  =  A^-j-r^,  folglich 

dv 


W=h 


M 


(Ä2-|-r2)2 

ein  Ausdruck  der  offenbar  von  der  Linieneinheit  unabhängig  ist. 

Da  die  Gerade  ?•  innerhalb  V  liegt,  so  ist  die  Berechnung  von 
W  auf  Integrationen  zurückgeführt,  welche  die  Grenzen  einer  linearen 
(n  —  1)  fachen  Mauuichfaltigkeit  nicht  überschreiten,  insbesondere  ftir 
//  =  4  auf  eine  Kubatur. 
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p^riodes  (2*,  1),  (2«,  g'^  -«-i)  (g  ^tant  la  racine  primitive)  le  sigiie 
+  du  radical  appartiont  ä  la  premi^re  et  le  signo  —  ä  la  secoude; 
car  en  derni^re  analyse 

(2»,1)  — 2<C08-+C08-^  +  C08-^4-C0S  — ^  ...  +  C08 -\ 

A      2^p.        2^p.        2^p  .        2^p        .        2^'p\ 

=  2  (cos—  ^+C08-  :j+C08-^+C08  —  ^     ••  +C08~  7} 
(n4'  n4'  n4'  «4  '  n4| 

,^.     c2*-^-i,        of       2p,         23p,         25p,         27«       ,         2^'-^p\ 
i2*,g^        )  «  2{co8  — +  cos-^  +  cos-^  +  cos-^...  +  cos ^> 

^(       2V  ,         25 j,           2V  ,         29  j>         ,         2»*+ip| 
=  2  <cos~  7+cos- J  +  CO8  -  J  +  C08-  i  ...  +COS 4} 

(        n4'  n4*  n4  w4  '  w4) 

et  en  comparant  termes  ä  termes  los  valeurs  de  ces  deux  p^riodes, 

on  voit  que  ceux  de  (2»*,  1)  sont  plus  grands  que  leurs  correspondans 

2* •— 1 

dans  (2»,  g^         )  dont  le  dernier  est  memo  n^gatif,  d'oü  il  resulte 

(2%  1)>(2»,  g^'*"^).  On  trouve  de  memo  (2'-i,  l)>(2s  /'"') 
etc.  et  plus  g^n^raleraent  (en  considerant  comme  plus  grandes  ccllos 
des  p^riodes  qui  ont  une  valeur  negative  moins  grande,  et  eraploiaiit 
les  diff^rentes  puissances  de  deux  k  la  place  des  puissances  de  la 
racine  primitive  qui  leur  sont  congruantes,  puissances  qui  ddpendeut 
du  choix  de  cette  racine 

(2«--S  1)  >  (2»-i,  2)  >  (2-1,  4)  >  (2-1,  8) 

(2'-2, 1)  >  (2-2^  2)  >  (2«-2,  4)  >  (2-2,  8)  >  (2-2,  2^)  >  (2'-2,  2  >) 

>  (2-2,  2«)  >  (2-2,  2') 

■ 

(2,  1)  >  (2,  2)  >  (2,  2*)  >(2,  28) >  (2,  22'-i) 

Par  exemple,  iponr  p  ^2^-\'l,  2  est  simplement  residu  quarre  et 
on  trouve 

(4,1)>(4,9)  l>'=flF-3  donne  g^^=2,  5^12=4,  g^^>=2^ 

(2, 1)>(2, 2)>(2, 22)>(2, 23)  g=Q  g^^2,  g^2\  g'=r 

Je  vois  avec  regret  que  l'ouvrage  que  vous  faites  imprimer  est  6crit 
en  allemand,  car  cette  langue  m'est  entierement  inconnue,  mais  je 
serois  tantee  de  Tapprendre  un  peu,  comme  j'ai  fait  la  latine,  atiu 
de  n*  etre  pas  privee  de  la  conuoissance  de  vos  methodes.  Je  cruis 
ais^ment  que  la  übrairie  ä  beaacoup  eoufert  de  cette  malheureuse 
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In  der  Tat  aber  hat  Zeno  nach  elementarster  Logik  die  Bedingung 
eines  Schlusses  gar  nicht  erfüllt:  es  fehlt  darin  das  zweite  Glied 
Ergänzt  man  dieses,  so  laotct  die  Schlussfolgemng:  Wenn  AchiUei 
da  ankommt,  wo  die  Schildkröte  war,  ist  die  Seh.  schon  weiter.  Nan 
befindet  sich  aber  Ach.  in  aller  Folgezeit  in  einem  Punkte,  wo  die 
Seh.  war.  Folglich  holt  er  sie  in  aller  Folgezeit  nicht  ein.  Kor  das 
erste  Glied  wird  bewiesen,  das  zweite  ist  offenbar  grandlos  und  wird 
gar  nicht  ausgesprochen.  Jeder  Athener  hätte  also  die  liQcke  be- 
merken können.  Aber  wol  konnte  man  damals  wie  noch  beute  dar- 
auf speculiren,  dass  geistreichen,  delicaten  Leuten  die  Pedanterie  des 
engen  Anschlusses  mit  Wiederholung  der  Worte  zuwider  ist,  und 
dass  sie  darum  gern  aul  Anhörung  des  zweiten  Gliedes  Terzichten. 
Erst  wenn  jemand  versucht  hätte,  die  Ergänzung  zu  beweisen,  würde 
er  vielleicht  auf  die  obige  Frage  gestossen  sein,  ob  die  Summe  un- 
endlich vieler  Glieder  unendlich  gross  sein  muss.  Der  Verfasser  sagt 
nun  im  Vorwort,  seine  Darstellung  weiche  in  gewissen,  genannten 
Paragraphen  von  der  gewöhnlichen  ab.  Diese  behandeln  gerade  das 
Principiello  und  sind  unrichtig,  daher  ist  die  Bearbeitung  überhaupt 
wertlos,  und  wir  wollen  wünschen,  dass  die  Herausgabe  des  in  Aus- 
sicht gestellten  U.  und  IIL  Teils  unterbleiben  möge. 

Hoppe. 


Berichtigungen. 

T.  LXV.  S.  445.  Z.  2  v.  unt.  fehlt  die  Angabc,  dass  die  (Coord.) 
des  Durchscbnittspuukts  der  Diagonalen  mit  fj,  \)i  (bezeichnet  sind). 
Ebenda  S.  447 

Z.    1  und  5  V.  ob.  statt  d 

4  5,      ,,     y 


setze 

D 

95 

je 

99 

2n 

14  „       „    ^(«-D 

8  V.  unt.    „     (';)  „    (;J 
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Praktische  Geometrie,  OcodÜHie. 

•  Tcrrainlchre .  TerraiDdarstrIlang  und  'kit  riiililflrl»<'li'-  Auf- 
Mit  Beiücksicbti^ng  ilvr  ri''U<!hti'r)  fU-*timuniut(nu  lU-r 
proDäsisL'fatii  I,aii(l('$aufiialiuin  h't^rhi-.iU'i  von  K  'j  h  « lii  u  ii  it , 
-cass-  Major  und  BatUill'tUüconiniaU'l<'Ur.  Mit  alf-r  l'Jif  l-'i- 
n  Holzstieb.  Fuuft«.  M^hr  verbt^ti-rt«  Auflaic:.  l'i;Uiliiiu  IHWf 
D.    2clä  S. 

t  dem  Erscbeuien  dfr  4.  AvfUg<;  <ii<:(^  lfu':l«fc  aiud  for  41'^ 
u  der  Uipfjgraiibir'.-b'.-ti  ALti-iJuiiif  i'-r  tMUii>:titiitu»hun:  m«  »ti-l- 
h'nj.iiini'i':  h^-\i:hiiiüfi-j-u  <-r,(Musi':u.  mj'lji-  in  'J'f  V'/iI(<^jCJi 
AnÖazc  Bert'^li'i'.btiyiiriz  fju'J'u  (ngw!>-rj,  'Jkm  'lv-«':tL«  iit  d*"« 
3.  Ha.iipLU-:l«.  ^'Jt'^yri'-  df?«  fJKU^^i.-i'jijh'rr«-."  und  .  luilitj^«»' lj<« 
Bi-ü-  »»♦ti.'Jivii'-  AiüdiT'j'if'd  Uli,']  Zu*»'/''  !?'/'■((  dw  *  ähI 
ifw*i-:.    l*;'.w;*>,i<   b'Kii-ju'.r.'   ti'lj   ivf/ttzt»"-)»-    *«>  'Jii   **'n' 

fcr  d.t  I::OIl::iia'oVl.  '*':r  K-Vi'j»':üi»»a'.Vf  V-'t  y>Vf  i/i.'l  Mif 
.■•\T':.W.'JX  W!     Ullin.U'    (."J:ll*.i>    iil./<'liif'y  1,     i.' 1.' >    '/>  J.*.lii 

cfLhLn.'-.u^'.rLJii-ii'.-        'j-.i    ':i''.f  (.H.' !r'..i    .<■■  '.'i..!-.   ','1  J>i'.' 
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Catalan:   Einige  ungewöhnliche   Satze.  ->   Ein  neuer  empiri- 
scher Satz.  H. 


Nova  Acta  Rcgiac  Societntis  Upsaliensis.  Serie!  tertiae  vol.  X. 
Upsaliae  MDCCCLXXIX. 

Gleichwie  ira  litt.  Bericht  von  den  2  vorhergehenden  Bänden, 
geben  wir  hier  den  Inhalt  des  gegenwärtigen  an  mathematischen  Ab- 
handlangen. 

M.  Falk:  Methode  das  grösste  gemeinsame  Mass  zweier  ratio- 
naler ganzer  Functionen  zu  finden. 

H.  T.  Daug:  Formeln  zur  Bestimmung  der  Gleichungen  einer 
Curve,  von  welcher  man  verschiedene  Eigenschaften  bezüglich  auf 
Krümmung  und  Torsion  kennt. 

M.  Falk:  Ueber  die  Eliminationsmethode  von  Bezout  nod 
Cauchy. 

C.  F.  E.  Björling:  Ueber  entsprechende  Singularitäten  in  alge- 
braischen ebenen  Curven.  H. 
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